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Передмова

Це — робоча версiя пiдручника, призначеного для студентiв спецiально-
стей статистика, актуарна та фiнансова математика, математика. Не всi
його роздiли повнiстю закiнченi, а деякi — iще не початi. Тому прохання,
не розмiщувати цю версiю у вiдкритому доступi, а всiх охочих отримати
пiдручник направляти до автора за останньою версiєю.

Я буду вдячний за всi зауваження, доповнення, виправлення.
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Роздiл 1

Початок роботи з системою R

1.1 Що таке R i де його роздають
R це середовище програмування для статистичного аналiзу даних. Це се-
редовище складається з базової програми R, що працює як iнтерпретатор
мови статистичного програмування S та окремих пакетiв, якi реалiзу-
ють спецiальнi методи та технологiї статистичної обробки даних. Базова
програма створена у рамках проекта у рамках проекту GNU, як альтер-
нативна програмна реалiзацiя мови S (ця мова та комерцiйний пакет S+
для її реалiзацiї були розробленi у Bell Laboratories пiд керiвництвом Дж.
Чемберса). На вiдмiну вiд S+, програма R є некомерцiйною i вiльно роз-
повсюджується за умови дотримання вимог GNU General Public License.
Комерцiйний проект S+ нинi практично не активний, остання версiя про-
грами випущена у 2007р. Подальший розвиток iдей, закладених у мовi S
та їх реалiзацiя продовжується в рамках системи R . Тому сучасна версiя
мови також має назву R . Але ряд книжок, написаних з орiєнтацiєю на
S та S+ зберiгає свою актуальнiсть, оскiльки у них питання приклад-
ного застосування часто пояснюються детальнiше i зрозумiлiше нiж у
документацiї до R , розробленiй ентузiастами.

Офiцiйна сторiнка проекту R http://www.r-project.org/ . Отримати
останню версiю iнсталятора базової програми R для операцiйної системи
Windows можна за адресою: http://cran.r-project.org/bin/windows/base/
. (На 20 сiчня 2016 це була версiя R-3.2.3). Iнсталятор завантажується у
виглядi exe-файлу. Для iнсталяцiї програми досить запустити цей файл
i вiдповiдати на його запитання. При першiй спробi роботи з R рекомен-
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Роздiл 1. Початок роботи з системою R 6

Рис. 1.1: Початок роботи з R

довано погоджуватись з усiма пропозицiями, якi робить iнсталятор.
Проблеми можуть виникнути, якщо на вашому комп’ютерi встанов-

ленi рiзнi права доступу для рiзних користувачiв. Справа в тому, що
R наприкiнцi кожної сесiї роботи зберiгає на диску “робочий простiр”
(workspace) - сукупнiсть даних та програм, якi були завантаженi пiд час
сесiї. На початку наступної сесiї workspace завантажується з диску. Як-
що пiд час iнсталяцiї для зберiгання workspace буде обрано директорiю,
недоступну певному користувачевi, то при роботi з R можуть виникати
повiдомлення про неможливiсть завантаження або зберiгання workspace.
Для усунення таких повiдомлень потрiбно або вибрати директорiю вiль-
ного доступу при iнсталяцiї, або змiнити директорiю, використовуючи
пункт File->Change Dir. . . у головному меню головного вiкна програми
R .

Пiсля iнсталяцiї R його можна запустити i отримати приблизно таке
вiкно, як зображено на рис. 1.1. Тут вгорi знаходиться головне меню, а
нижче вiдкрито вiкно "консолi R "у якiй можна давати команди програмi
та отримувати її вiдповiдi. Синiм кольором у цьому вiкнi виведено почат-
кову iнформацiю про вашу версiю базової програми R . Далi червоним
кольором можуть бути вказанi команди, якi R виконав автоматично при
завантаженнi. Нарештi, червоний символ > є запрошенням користувачу
вводити власнi команди. Для перевiрки роботи системи можна пiсля >
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ввести 2+2 i натиснути Enter. Результат буде виведено на консоль:
[1] 4
R виводить результати виконання безпосередньо пiсля команди синiм

кольором, пiсля чого переходить у режим очiкування наступної команди,
про що повiдомляє червоним знаком >. При роботi з R можна виконува-
ти одразу багато команд, що записанi у окремому файлi. Найпростiший
спосiб зробити це - завантажити такий файл в якому-небудь текстовому
редакторi, зробити там copy, а потiм - paste на консолi. При цьому, як-
що команди у файлi розмiщенi у окремих рядочках, роздiлових знакiв
мiж ними не потрiбно. Команди, вмiщенi в одному рядочку, роздiляють
символом ;.

Якщо довга команда не вмiщується у одному рядочку, її можна роз-
бити на декiлька рядочкiв, причому, при переходi до наступного рядочку
R автоматично виводить символ продовження +. R сам здогадується, що
команда не закiнчена за її синтаксисом. Тому деякi синтаксичнi помилки
(як от - забутi дужки) можуть сприйматись як незакiнченi команди. У
цьому випадку R виставить + на початку наступного рядочка i перейде
у режим очiкування. Натиснiть esc щоб перейти у режим введення нової
команди без продовження аналiзу попередньої.

Програми, що складаються з команд R називають скриптами (script).
Вони мають стандартне розширення .r. У базовiй програмi є можливiсть
вiдкрити вiкно редактора для створення нового скрипту, або завантажи-
ти файл зi скриптом, використовуючи пункти головного меню File->New
script або File->Open script. Виконати завантажений у вiкнi редактора
скрипт повнiстю можна, використовуючи Edit->Run all. Можна також
виконати видiлену частину скрипту використовуючи кнопку “Run line or
selection”. Закiнчивши роботу зi скриптом, його можна зберегти, викори-
стовуючи File->Save.

1.2 Система R-Studio
За потреби, всi технологiї статистичної обробки можна реалiзовувати
використовуючи лише базовий пакет R . Але вiн спецiально розроблений
так, щоб забезпечувати лише мiнiмально необхiднi засоби реалiзацiї. Для
бiльш зручного користування R -технологiями можна використовувати
спецiальнi надбудови-оболонки над R , якi дають бiльше можливостей
для програмування, проглядання використаних змiнних, користування
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Рис. 1.2: Початок роботи з R

графiкою та роботи з Help-системою.
Такою оболонкою-iнтегратором є система R-Studio. Вона також роз-

повсюджується безкоштовно. Iнсталятор R-Studio можна отримати на
офiцiйному сайтi www.rstudio.com. Перш, нiж iнсталювати цю програму,
треба встановити на комп’ютерi базовий R . Пiсля цього можна запустити
iнсталятор R-Studio i погоджуватись з усiма його запитаннями.

При роботi вiкно R-Studio може мати приблизно такий вигляд, як
зображено ра рис. 1.2. Основне вiкно роздiлене на чотири дочiрних вiкна.
У лiвому верхньому вiкнi виведено script — програму, яка редагується.
(У цього вiкна багато закладинок, якi дозволяють працювати з кiлькома
файлами-скриптами одразу). У лiвому нижньому вiкнi — консоль, у якiй
виконуються команди. Тут же можна запускати скрипти або їх частини.
У правому верхньому вiкнi можна переглядати активнi змiннi, з якими
працює програма. Тут також можна побачити iсторiю роботи.

Найбiльш навантажене вiкно внизу праворуч. Сюди виводять рисун-
ки, якi робить програма, тут можна проглянути Help, подивитись, якi
додатковi пакети завантаженi, а також працювати з рiзними файлами з
вашого комп’ютера.

Звичайно, користувач може мiняти цi вiкна мiсцями, змiнювати їх
розмiри та користуватись iншими можливостями системи.

Зокрема, користуючись головним меню, можна перезавантажувати R
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, вибирати новий робочий каталог (тобто каталог, з якого R завантажує
файли за умовчанням), зберiгати та завантажувати у пам’ять workspace,
отримувати з iнтернету новi бiблiотеки програм/даних (packages). В прин-
ципi, все це можна робити i безпосередньо з R , але в R-Studio такi речi
органiзованi зручнiше.

R-Studio корисний також пiдказками, якi вiн робить пiд час набору
команд на консолi та у вiкнi скриптiв.

Iще одна додаткова зручнiсть R-Studio — можливiсть генерацiї тек-
стових звiтiв, якi виконуються з поєднанням системи програмування R
та системи форматування текстiв LaTeX. При цьому R-Studio спирається
на R пакет knitr. За допомогою цiєї технологiї пiдготовлена дана книга.
Нажаль, для повного опису knitr потрiбно пояснювати не тiльки роботу
R , а i принципи органiзацiї LaTeX, що виходить за рамки цiєї книги.

1.3 Завантаження пакетiв, робота з Help та
iншi органiзацiйнi питання

Базовий R має великий набiр функцiй для реалiзацiї математичних та
статистичних алгоритмiв. Але користувачi весь час розробляють свої
власнi функцiї, що доповнюють базовi. Коли деякий набiр набiр функ-
цiй, що реалiзують певну технологiю статистичної обробки даних буде
вiдпрацьований настiльки, що у розробника виникає бажання подiлитись
ним iз iншими можливими користувачами, вiн оформлює такий набiр у
виглядi пакету (package). Пакет повинен мати також help-документацiю,
яка дозволить можливим користувачам зрозумiти його призначення. До
пакету часто включають i набори даних, на яких можна перевiрити ро-
боту його функцiй. Бувають пакети, складенi лише з даних — це просто
колекцiї цiкавих або популярних прикладiв, якi хтось пiдiбрав для влас-
них потреб.

Правильно оформленi пакети розробники вiдсилають до депозитарiїв,
звiдки їх можна переписати на свiй комп’ютер у каталог, доступний
для R (iнсталювати). Оскiльки пакети створюються рiзними розробни-
ками за власною iнiцiативою, незалежно один вiд одного, мiж ними мо-
жуть iснувати неузгодженостi. Наприклад, функцiї з рiзних пакетiв мо-
жуть мати однаковi iмена та типи параметрiв, тодi при завантаженнi у
пам’ять комп’ютера обох пакетiв користувач не зможе правильно їх ви-
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користовувати1. Тому рекомендується завантажувати не всi iнстальованi
на комп’ютерi пакети, а лише тi, якi дiйсно потрiбнi для роботи пiд час
даної сесiї.

Просунутi користувачi R розрiзняють поняття пакет (package) i бiб-
лiотека (library). Пакетом називають файл, або набiр файлiв з скрипта-
ми та їх описом, а бiблiотекою - мiсце, тобто каталог у файловiй системi,
де лежить пакет. З точки зору користувача-початкiвця ця вiдмiннiсть
несуттєва. Старожили пам’ятають, що в мовi S library означало при-
близно те ж, що у R зветься package. У цiй книжцi ми теж не будемо
надавати ваги цiй вiдмiнностi.

Для того, щоб iнсталювати пакет на комп’ютерi, тобто отримати його
з iнтернету у виглядi zip-архiву, розархiвувати i покласти у зручне для
R мiсце, можна:

1. Пiд час сесiї роботи з R з консолi, викликавши функцiю install.packages.
Наприклад, команда install.packages('raster') викличе звертання
комп’ютера до стандартного депозитарiю (як правило, це cran.us.r-project.org),
отримання вiд нього пакету i розмiщення його у вiдповiдному каталозi
на комп’ютерi. Звичайно, якщо комп’ютер не має виходу в iнтернет, або
депозитарiй недоступний, в результатi виконання функцiї виникне по-
милка.

2. При роботi безпосередньо з базовим R iнсталяцiю можна робити ви-
користовуючи пункти головного меню Packages->Install package(s). Спо-
чатку програма пропонує вибрати iнтернет-архiв, з якого робиться iн-
сталяцiя. Варiант 0-cloud, що пропонується за умовчанням, як правило,
працює цiлком задовiльно. Пiсля цього треба у списку вибрати потрiб-
ний для вас пакет. Якщо цей пакет використовує якi-небудь iншi, котрих
немає на вашому комп’ютерi, вони будуть iнстальованi автоматично.

3. При роботi з R-Studio, можна скористатись пунктами головного
меню Tools->Install packages. . . При цьому вiдкривається дiалогове вiк-
но, де ви можете вказати, звiдки проводиться iнсталяцiя (з iнтернет-
депозитарiю, чи з zip-архiву на вашому комп’ютерi) який пакет ви хоче-
те iнсталювати, мiсце, де буде розмiщений пакет i чи треба iнсталювати
iншi пакети, якi ним використовуються.

Видалити непотрiбний пакет з каталогу можна використовуючи функ-
1Функцiї, що мають однаковi iмена але працюють з параметрами рiзних типiв —

це нормальне явище для об’єктно-орiєнтованих мов. Комп’ютер при виклику обирає
правильну функцiю виходячи з специфiкацiї її параметрiв.
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цiю remove.packages().
Для завантаження (пiдключення) пакету у пам’ять пiд час сесiї, вико-

ристовують функцiю library(). Наприклад, library(raster) пiдклю-
чає пакет +raster+ i дає змогу використовувати всi його функцiї у по-
дальшiй сесiї.

Вiдключити пакет можна використовуючи функцiю detach(). Так
detach("package:raster") зробить пакет raster неактивним — його
функцiї перестануть бути доступними у подальшiй сесiї.

Для того, щоб отримати довiдку по яким-небудь можливостям R мож-
на скористатись help-системою. Для цього призначена функцiя help(),
або скорочено ?. Набравши на консолi R

?sin ви отримаєте довiдку про тригонометричнi функцiї в R , зокрема
— про i про функцiю sin(x). Довiдка, як правило, починається з iнфор-
мацiї про те, у якому пакетi знаходиться функцiя (данi, об’єкти, тощо)
У випадку ?sin це виглядає як

Trig {base} що вказує на набiр тригонометричних функцiй з базо-
вого R .

Iнколи назву функцiї (тему help) пiсля знаку запитання потрiбно за-
давати у лапках. Так, при спробi викликати help запитом ?+ (або ?for)
ви у вiдповiдь отримаєте запрошення продовжувати введення команди
(+). Якщо набрати ?"+" (вiдповiдно — ?"for") можна отримати довiдку
про реалiзацiю арифметичних операцiй (або про цикл for) у R .

Базовий R для перегляду help-документацiї може запускати iнтернет-
браузер, але це не означає, що документацiя шукається у iнтернетi. Все,
що видається за командою ? або ?? знаходиться на вашому комп’ютерi i
не потребує доступу до iнтернету.

Команда ? виводить основний файл, пов’язаний з темою запитання.
Якщо ви хочете проглянути всi файли, де згадується дана тема, можна
скористатись функцiєю help.search(), скорочено — ??. Наприклад, за
запитом

??"linear models" у браузерi буде виведена сторiнка з перелiком усiх
документiв help-у де згадуються лiнiйнi моделi з коротким описом їх
змiсту. Бiльшiсть з цих сторiнок буде стосуватись лiнiйних регресiйних
моделей, або узагальнених лiнiйних моделей. Але можливi i посилання
на лiнiйнi моделi чогось зовсiм iншого. Переходячи за гiперпосиланнями
можна продивлятись цi документи.

Задаючи спецiальнi параметри функцiй help() або help.search()
можна отримувати довiдки по окремих пакетах, або тiльки за ключовими
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словами, або тiльки по документах з певного каталогу i т.д.
Документацiю для help автори пакетiв розробляють самi i постав-

ляється вона разом з пакетами. Тому за запитом ? ви отримуєте iнфор-
мацiю лише про тi функцiї, якi знаходяться у пакетах, доступних пiд час
сесiї (пiдключених при запуску R або додатково командою library()).
Якщо, скажiмо, на початку сесiї я запитаю

?ginv вiдповiдь буде

No documentation for ‘ginv’ in specified packages and libraries:
you could try ‘??ginv’

При запитi ??ginv виводиться вся iнформацiя про ginv, що є на комп’ютерi
(як пiдключена до сесiї, так i не пiдключена). Зокрема, на моєму комп’ютерi
на сторiнцi довiдки з’являється гiперпосилання

MASS::ginv Generalized Inverse of a Matrixщо вказує на на-
явнiсть функцiї ginv у пакетi MASS i коротко описує її призначення —
знаходження узагальнених обернених матриць. А пiсля пiдключення па-
кету MASS довiдка про цю функцiю стане доступною за запитом ?ginv.
При роботi в R-Studio комп’ютер стане пiдказувати вам параметри цiєї
функцiї при наборi i т.д.

У R-Studio у вiкнi help (праворуч знизу на екранi у стандартнiй кон-
фiгурацiї) є поле для пошуку (Search) яке дiє аналогiчно запиту ? але
при цьому дає додаткову пiдказку при наборi.

Якщо ви хочете отримувати iнформацiю про можливостi всiх функцiй
з усiх пакетiв, що лежать у всiх доступних депозитарiях, то ви можете
iнсталювати на своєму комп’ютерi пакет sos. Пiсля пiдключення його до
сесiї (library(sos)) стане доступним запит у формi ???<тема> за яким
буде видаватись результат пошуку заданої теми по всiх R -депозитарiях
свiту. Розiбратись у таких багатосторiнкових перелiках буває не просто,
але iнколи вони дають несподiванi i дуже кориснi результати.

Оскiльки документацiю до пакетiв розробляють їх автори, то вона ча-
сто буває переобтяженою технiчними подробицями не дуже зрозумiлими
початкiвцю. Логiка застосування програми (очевидна авторам) при цьо-
му втрачається. Тому дуже корисним буває ознайомлення з думками ко-
ристувачiв. Найпростiше знайти такi думки скориставшись якою-небудь
пошуковою iнтернет-машиною (я вiддаю перевагу Google). Набравши,
скажiмо, запит

"inverse matrix in r"
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ви отримаєте посилання на багато рiзних рекомендацiй по знаходжен-
ню обернених матриць за допомогою R . Не всi вони будуть адекватними!
Я рекомендую звертати увагу на рекомендацiї сайтiв:

stackoverflow.com
— це сайт програмiстiв та математикiв, тут можна знайти поради

спецiалiстiв та обговорення проблем на серйозному рiвнi.
www.statmethods.net
— тут можна шукати швидкi i простi поради у стилi Quick-R.
cran.r-project.org/doc/FAQ/
— це офiцiйний сайт R , мiсце де зiбранi вiдповiдi на запитання, що

виникають особливо часто.
На ютубi можна також побачити лекцiї з багатьох окремих питань ви-

користання R у стилi “зрозумiло навiть немовлятам”. Вони можуть бути
корисними на перших етапах вивчення R , щоб не почувати себе зовсiм
безпорадним. Потiм їх зрозумiлiсть починає дратувати. Але коли ви на-
буваєте певного досвiду у роботi з R i виникає потреба подiлитись ним з
iншими, перегляд таких лекцiй знову може стати у пригодi.



Роздiл 2

Мова статистичного
програмування R

Мова R складається з команд. Кожна команда може виконуватись ок-
ремо, або у складi програми. Програми у R звуться скриптами (script).
Окрема команда записується у командному рядочку системи R пiсля за-
прошення “>” i запускається на виконання клавiшею Enter:

> 1+1

[1] 2

(Запрошення комп’ютер видає автоматично).
Команда може бути виразом (тодi результат її виконання просто ви-

водиться на екран, як у попередньому прикладi) або привласненням:

> x<-1+1
> x

[1] 2

Тут <- це символ привласнення, праворуч вiд нього iде вираз, значення
якого обчислюється, а лiворуч — iм’я змiнної, якiй привласнено обчис-
лене значення. Саме значення не виводится на екран, щоб побачити, чому
тепер дорiвнює змiнна x, ми ввели її назву у наступному рядочку пiсля
запрошення.

Команди виконуються пiсля натискання на клавiшу Enter. Коли при
цьому комп’ютер за синтаксисом помiчає, що команда не закiнчена, вiн

14
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у наступному рядочку замiсть запрошення “>” виводить символ продов-
ження вводу “+” i ви можете закiнчити введення команди:

> x<-2*
+ 3
> x

[1] 6

2.1 Типи даних та елементарнi функцiї

2.1.1 Вектори. Арифметичнi та логiчнi операцiї.

Найпростiшою структурою у мовi R є вектор (скаляри як окремi струк-
тури не iснують, а трактуються як вектори одиничної довжини).

R використовує п’ять простих векторних типiв об’єктiв:

• logical: логiчний — вектор складений з елементiв що приймають
значення iстинно (TRUE або T) та хибно (FALSE або F);

• numeric: числовий — вектор, складений з дiйсних чисел;

• integer: цiлий — вектор, складений з цiлих чисел;

• complex: вектор, складений з комплексних чисел;

• character: символьний — вектор, елементами якого є символьнi
рядочки.

Якщо в одному наборi даних потрiбно об’єднати елементи рiзної при-
роди, використовують об’єкт типу list — список.

Створити будь-який вектор (список) можна використовуючи функ-
цiю c(), яка об’єднує рiзнi списки в один об’єкт (конкатенацiя):

> c(1,5,-3,4)

[1] 1 5 -3 4
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(з чотирьох одноелементних векторiв створений числовий вектор що скла-
дається з чотирьох елементiв (1,5.-3,4) i результат роботи виведено на
екран).

З числовими векторами можна виконувати звичайнi дiї додавання,
множення i т., д. З логiчними — операцiї & (логiчне i), | (логiчне або), !
(заперечення) та iн. Операцiї порiвняння (<, >, <=,=>,==,!=) застосо-
вуються до числових даних i дають логiчний результат.

Такi операцiї застосовуються до векторiв поелементно:

> x<-c(1,5,-3,4)
> y<-c(3,-1,2,1)
> x+y

[1] 4 4 -1 5

Також поелементно застосовуються до векторiв елементарнi функцiї sin,
log i т.д.

Для цiлочисельного дiлення використовується операцiя %/% для зна-
ходження залишку вiд дiлення — %%. Якщо у бiнарнiй операцiї вектори-
аргументи мають рiзну довжину, то коротший аргумент повторюється
циклiчно при виконаннi операцiї:

> x<-c(1,2)
> y<-c(3,3,3,3,3)
> x*y

Warning in x * y: длина большего объекта не является произведением длины меньшего объекта

[1] 3 6 3 6 3

(При цьому, якщо довжина довшого вектора не кратна довжинi коротшо-
го, комп’ютер видає попередження (warning) про це на зразок наведеного
у прикладi.

При виконаннi арифметичних дiй можуть виникати значення Inf (нескiн-
ченнiсть) та NaN (невизначено). З ними можна виконувати рiзнi дiї, якi
дають осмислений результат:

> x<-1/0
> x
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[1] Inf

> 3-x

[1] -Inf

> x>3

[1] TRUE

> x/x

[1] NaN

Крiм значення NaN, яке вiдповiдає невизначеностi, пов’язанiй з ариф-
метичними операцiями, в R використовується також значення NA, що
позначає пропущенi значення, тобто значення, якi є невiдомими стати-
стику. Особливостi обробки NA-значень обговорюються далi. Крiм того,
можливе iще значення NULL, яке позначає пустий список.

Вектори можуть бути iменованими (named), у такому випадку, кожен
елемент вектора має iм’я. Щоб зробити вектор iменованим, потрiбно за-
дати для нього атрибут names:

> x<-c(5,4,3,2,1)
> names(x)<-c("вiдмiнно","добре","задовiльно","незадовiльно", "погано")
> x

вiдмiнно добре задовiльно незадовiльно погано
5 4 3 2 1

(Тут виклик функцiї стоїть лiворуч вiд знаку привласнення. У R такий
синтаксис дозволений лише у невеликiй кiлькостi випадкiв. Як правило,
вживання виклику довiльної функцiї лiворуч вiд <- трактується як по-
милка). Використання iменованих векторiв часто буває зручним саме у
статистичних застосуваннях, зокрема, при звертаннi до того чи iншого
елемента вектора або масиву складнiшої структури.

Вiдмiтимо двi зручнi функцiї для створення векторiв. Якщо потрi-
бен вектор, елементи якого утворюють арифметичну прогресiю, можна
скористатись функцiєю seq():
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> seq(2.5,6,0.5)

[1] 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0

Виклик seq можливий у рiзних форматах (це характерна особливiсть не
лише seq а всiх функцiй мови R ) Формальна специфiкацiя цiєї функцiї
така:

seq(from = 1, to = 1, by = ((to - from)/(length.out - 1)),
length.out = NULL, along.with = NULL, ...)

У цьому записi seq — iм’я функцiї, from (перший елемент), to (остан-
нiй), by (крок), length.out (кiлькiсть елементiв) i along.with — iмена
формальних параметрiв. Пiсля знаку рiвностi вказанi значення, яких цi
параметри набувають за умовчанням, якщо вони не вказанi у виклику
функцiї. Наприклад, можливий виклик:

> seq(2,10,length.out=6)

[1] 2.0 3.6 5.2 6.8 8.4 10.0

Тут крок прогресiї не заданий явно, вiн обирається комп’ютером так,
щоб кiлькiсть елементiв дорiвнювала заданому length.out.

(... позначає, що у функцiї можуть бути i iншi параметри).
Як працюватиме ця функцiя при виклику з iншими наборами пара-

метрiв можна подивитись у help, задавши команду ?seq.
Для випадку, коли крок послiдовностi дорiвнює ±1, можна викори-

стовувати скорочений запис seq у виглядi from:to, наприклад:

> 5:10

[1] 5 6 7 8 9 10

> -5:10

[1] -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

> -(5:10)

[1] -5 -6 -7 -8 -9 -10



Роздiл 2. Мова статистичного програмування R 19

> -10:-5

[1] -10 -9 -8 -7 -6 -5

Функцiя rep() розмножує свiй перший параметр задану кiлькiсть
разiв:

> x<-1:4
> rep(x,3)

[1] 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

> rep(x,each=3)

[1] 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4

Числовий вектор, що складається з нулiв можна створити також функ-
цiєю numeric(n), де n — кiлькiсть елементiв вектора:

> x<-numeric(5)
> x

[1] 0 0 0 0 0

2.1.2 Iндексацiя векторiв.

Для того, щоб при обробцi мати можливiсть використати певну части-
ну вектора (матрицi, багатовимiрного масиву), у R застосовується дуже
гнучка система iндексацiї. Зараз ми обмежимось прикладами її застосу-
вання для векторiв, матрицi розглянемо далi. Як звичайно, i-тий елемент
вектора можна видiлити використовуючи прямi дужки:

> x<-5:1
> names(x)<-c("вiдмiнно","добре","задовiльно","незадовiльно", "погано")
> x[2]

добре
4

(Нумерацiя елементiв векторiв завжди починається з 1).
Можна звернутись до елемента за iм’ям, якщо воно є:
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> x["задовiльно"]

задовiльно
3

Якщо у прямих дужках вказати вектор iндексiв, то видiлиться пiдвектор
вiдповiдних елементiв:

> x[c(3,1,5)]

задовiльно вiдмiнно погано
3 5 1

(елементи переставленi в тому порядку, в якому йдуть iндекси). I наре-
штi:

> x[-c(3,1,5)]

добре незадовiльно
4 2

— якщо задати вiд’ємнi значення iндексiв, то вiдповiднi елементи будуть
вилученi з пiдвектора.

Це ще не все. Можна для iндексацiї використовувати логiчнi вектори,
тодi включатись у пiдвектор будуть тiльки елементи, яким вiдповiдає
значення TRUE:

> x[c(T,T,F,F,T)]

вiдмiнно добре погано
5 4 1

У прямих дужках можна записувати будь-який вираз, значення якого
будуть використанi для iндексацiї:

> x[x%%2==0]

добре незадовiльно
4 2



Роздiл 2. Мова статистичного програмування R 21

Роботу цiєї команди можна описати так: спочатку створюється логiчний
вектор x%%2==0 в якому TRUE вiдповiдає тим елементам, якi є парними
числами, а потiм за цим логiчним вектором робиться вiдбiр вiдповiдних
елементiв у пiдвектор.

Вираз вигляду x[...] може стояти i у лiвiй частинi команди при-
власнення, наприклад:

> alp<-c('a','b','c','d','e','f')
> alp[2]<-'bbb'
> alp

[1] "a" "bbb" "c" "d" "e" "f"

> alp[c(1,3)]<-c('u','v')
> alp

[1] "u" "bbb" "v" "d" "e" "f"

2.1.3 Фактори.

Iще один векторний тип даних — фактори (factors) заслуговує спецiаль-
ного розгляду. Елементи вектора факторiв можуть приймати значення
лише з фiксованого набору значень. Данi такого типу часто виникають у
статистичних дослiдженнях, коли дослiджуванi об’єкти розбиваються на
кiлька груп (категорiй) за деякою ознакою, наприклад — люди за нацiо-
нальнiстю, статтю вiдношенням до вiйськової служби, юридичнi особи —
за формою власностi, слова — за частинами мови (iменник, прикметник,
дiєслово. . . ) тощо. Рiзнi значення, якi може приймати фактор, прийнято
називати рiвнями (levels).

Рiзнi рiвнi зручно позначати їх назвами, наприклад, тип валюти —
USD, EUR, UAH, RUR. Скажiмо, набiр даних про тип валют, якими
було зроблено платежi протягом дня може мати вигляд:

(’USD’,’EUR’,’EUR’,’UAH’,’EUR’,’USD’,’UAH’,’RUR’).
Якщо задати такий вектор конкатенацiєю

> z<-c('USD','EUR','EUR','UAH','EUR','USD','UAH','RUR')
> z

[1] "USD" "EUR" "EUR" "UAH" "EUR" "USD" "UAH" "RUR"
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то z буде мати тип character (символьнi рядочки).Щоб пояснити комп’ютеру,
що йдеться про рiвнi деякого фактора, потрiбно зробити перетворення
типу:

> zf<-factor(z)
> zf

[1] USD EUR EUR UAH EUR USD UAH RUR
Levels: EUR RUR UAH USD

Тепер, хоча на екранi рiвнi фактора вiдображаються їх назвами, у внут-
рiшньому представленнi комп’ютера вони кодуються натуральними чис-
лами. Перелiк рiзних рiвнiв виведено у рядочку Levels в порядку зрос-
тання кодiв. Якщо вам потрiбен тiльки цей перелiк у виглядi символьного
рядочка, можна скористатись функцiєю levels()

> zl<-levels(zf)
> zl

[1] "EUR" "RUR" "UAH" "USD"

Вiдповiднi коди можна побачити, використовуючи функцiю unclass:

> unclass(zf)

[1] 4 1 1 3 1 4 3 2
attr(,"levels")
[1] "EUR" "RUR" "UAH" "USD"

Зрозумiло, що використання векторiв з факторiв замiсть символьних ря-
дочкiв дозволяє економити мiсце у пам’ятi комп’ютера, якщо довжина
вектора велика, а кiлькiсть рiвнiв — помiрна. Крiм того, задання пе-
релiку рiвнiв дозволяє перевiрити наявнiсть зайвих назв, що могли б
утворитись внаслiдок якихось помилок. У статистицi є багато алгорит-
мiв обробки даних, що працюють саме з категорiйними даними (напри-
клад, у дисперсiйному аналiзi та у аналiзi таблиць спряженостi). З цим
пов’язано видiлення факторiв у окремий тип.

Вiдмiтимо, що у векторi факторiв можуть зустрiчатись не всi допу-
стимi рiвнi, але вони будуть iнформацiя про можливiсть їх появи зберi-
гається у атрибутi levels:
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> z2<-zf[c(1,2)]
> z2

[1] USD EUR
Levels: EUR RUR UAH USD

Якщо при видiленнi пiдмножини вектора факторiв потрiбно вилучити
рiвнi, що не зустрiчаються у пiдмножинi, це можна зробити, задавши
опцiю drop:

> z2d<-zf[c(1,2),drop=T]
> z2d

[1] USD EUR
Levels: EUR USD

У статистичних дослiдженнях часто розбиття дослiджуваних об’єктiв на
категорiї проводится в залежностi вiд того, у який дiапазон потрапляє
певна числова характеристика цих об’єктiв. Наприклад, домогосподар-
ства можна роздiлити на категорiї з високим (high), середнiм (mid) та
низьким рiвнем прибутку (low) в залежностi вiд числового розмiру їх
прибуткiв. Для того, щоб робити це автоматично, застосовується функ-
цiя cut:

> u<-c(6,5,4,3,2,1)
> ul<-cut(u,breaks=c(-Inf,2.5,3.5,Inf),labels=(c('low','mid','high')))
> ul

[1] high high high mid low low
Levels: low mid high

Тут ми створили вектор зi значеннями числової характеристики u i роз-
били дослiджуванi об’єкти на три категорiї в залежностi вiд значень u.
Опцiя breaks вказує межi iнтервалiв, що визначають цi категорiї: до
першої потрапляють об’єкти, для яких u ∈ (−∞, 2.5], до другої — з
u ∈ (2.5, 3.5], до третьої — u ∈ (3.5,∞]. Назви цих категорiй (рiвнiв
факторiв) заданi у опцiї labels.

У цьому випадку (а також у багатьох iнших) для рiвнiв фактора
можна вказати природний порядок: low<mid<high. Для деяких iнших
факторiв (як от — для нацiональностi) такого порядку не iснує. Щоб
вказати комп’ютеру на наявнiсть порядку рiвнiв, вводиться тип ordered
(впорядкований фактор).
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> ulo<-ordered(ul)
> ulo

[1] high high high mid low low
Levels: low < mid < high

Деякi функцiї R аналiзують впорядкованi фактори спецiальним чином,
не так, як невпорядкованi.

2.1.4 Матрицi, масиви та фрейми даних.

Матрицi в R обов’язково складаються з елементiв одного типу (напри-
клад, тiльки з чисел, або тiльки з логiчних значень). Є багато рiзних спо-
собiв створити матрицю, наприклад, її можна скласти з окремих векторiв-
стовпчикiв функцiєю rbind або з векторiв-рядочкiв функцiєю cbind

> x1<-1:3
> x2<-5:7
> u<-rbind(x1,x2)
> u

[,1] [,2] [,3]
x1 1 2 3
x2 5 6 7

> v<-cbind(x1,x2)
> v

x1 x2
[1,] 1 5
[2,] 2 6
[3,] 3 7

(Звернiть увагу, що iмена векторiв перетворились на iмена вiдповiдних
стовпчикiв або рядочкiв).

Правила iндексацiї зрозумiлi з цього прикладу — перший iндекс по-
значає рядочок, другий — стовпчик, тобто u[2,3] це елемент на перетинi
другого рядочка i третього стовпчика матрицi u. Використання iндексiв
та iмен дуже гнучке, як показують наступнi приклади:



Роздiл 2. Мова статистичного програмування R 25

> u[,1]

x1 x2
1 5

> u[2,]

[1] 5 6 7

> v[,"x2"]

[1] 5 6 7

> v[1:2,"x2"]

[1] 5 6

“Вийнятий” з матрицi стовпчик перетворюється на вектор-рядочок. Як-
що ви хочете отримати як результат матрицю, що складається з одного
стовпчика, скористайтесь опцiєю drop=F

> v[,"x2",drop=F]

x2
[1,] 5
[2,] 6
[3,] 7

Iнший спосiб створення матрицi — функцiя matrix, яка перетворює век-
тор у матрицю. Першим параметром функцiї є вектор, який використо-
вується для заповнення матрицi, параметри ncol i nrow задають кiль-
кiсть стовпчикiв i рядочкiв утвореної матрицi.

Логiка роботи функцiї зрозумiла з наступних прикладiв:

> x<-1:10
> matrix(x,nrow=2)

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]
[1,] 1 3 5 7 9
[2,] 2 4 6 8 10
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> matrix(x,ncol=2)

[,1] [,2]
[1,] 1 6
[2,] 2 7
[3,] 3 8
[4,] 4 9
[5,] 5 10

> matrix(x,ncol=2,nrow=2)

[,1] [,2]
[1,] 1 3
[2,] 2 4

> matrix(x,ncol=3)

Warning in matrix(x, ncol = 3): длина данных [10] не является множителем количества строк [4]

[,1] [,2] [,3]
[1,] 1 5 9
[2,] 2 6 10
[3,] 3 7 1
[4,] 4 8 2

У останньому прикладi для того, щоб заповнити матрицю прийшлось
циклiчно повторити вектор x.

Iмена рядочкiв та стовпчикiв матрицi можна задавати, використову-
ючи функцiю dimnames, як показано у наступному прикладi:

> x<-1:10
> X<-matrix(x,nrow=2)
> dimnames(X)<-list(c('first','second'),letters[1:5])
> X

a b c d e
first 1 3 5 7 9
second 2 4 6 8 10
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(Тут функцiя list створює список що складається з двох елементiв, кож-
ний з яких є вектором. letters у R це вектор, складений з латинських
лiтер у алфавiтному порядку.)

Для задання назв тiльки рядочкiв (стовпчикiв) можна використо-
вувати функцiї rownames (colnames). Тi ж функцiї використовуються,
якщо потрiбно дiзнатись iмена для iснуючої матрицi:

> rownames(X)

[1] "first" "second"

Часто буває корисною функцiя diag, яку можна застосовувати рiзними
способами. Якщо її параметром є вектор, вона породжує дiагональну
матрицю:

> x<-1:3
> diag(x)

[,1] [,2] [,3]
[1,] 1 0 0
[2,] 0 2 0
[3,] 0 0 3

Якщо параметр — матриця, diag видiляє її головну дiагональ у виглядi
вектора:

> X<-matrix(1:9,ncol=3)
> diag(X)

[1] 1 5 9

Нарештi, якщо diag зустрiчається лiворуч вiд символа привласнення,
вона замiнює дiагональ свого матричного параметра:

> diag(X)<-rep(0,3)
> X

[,1] [,2] [,3]
[1,] 0 4 7
[2,] 2 0 8
[3,] 3 6 0
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Арифметичнi та логiчнi дiї виконуються з матрицями поелементно. Для
того, щоб виконати матричне множення, потрiбно застосувати операцiю
%*%. Функцiя t() транспонує матрицю.

Функцiя solve(A,b) розв’язує рiвняння Ax = b. Якщо викликати її
без другого параметра, вона пiдраховує обернену матрицю: значенням
solve(A) буде A−1.

Обернену матрицю можна пiдрахувати, використовуючи функцiю ginv(),
яка не входить у ядро R , а мiститься у пакетi (бiблiотецi) MASS. Якщо ця
бiблiотека не була пiдключена ранiше, її потрiбно пiдключити перед ви-
користанням ginv(). (Точнiше, ginv() обчислює псевдообернену матри-
цю Мура-Пенроуза, яка для невироджених матриць дорiвнює звичайнiй
оберненiй).

> X<-matrix(1:6,ncol=2)
> X

[,1] [,2]
[1,] 1 4
[2,] 2 5
[3,] 3 6

> Y<-t(X)
> Z<-Y%*%X
> Z

[,1] [,2]
[1,] 14 32
[2,] 32 77

> library(MASS)
> iZ<-ginv(Z) # iZ матриця обернена до Z
> Z%*%iZ # матричне множення дає одиничну матрицю:

[,1] [,2]
[1,] 1 1.776357e-15
[2,] 0 1.000000e+00

> Z*Z # тут множення поелементне:
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[,1] [,2]
[1,] 196 1024
[2,] 1024 5929

При пiдрахунках оберненої матрицi ginv() буде бiльш стабiльною
нiж solve() — вона дає точнiшi результати коли визначник матрицi
близький до 0. Це добре, якщо ви використовуєте функцiї правильно.
Але якщо ви помилитеся i параметр функцiї буде виродженою або не
квадратною матрицею, то solve() повiдомить вас про помилку, а ginv()
— нi, тому що узагальнена обернена визначена i для таких матриць.

Фрейми даних вiдрiзняються вiд матриць у першу чергу тим, що в
них стовпчики можуть мати рiзнi типи. Такий формат особливо зручний
для запису типових статистичнх даних у виглядi таблицi, в якiй кожно-
му спостережуваному об’єкту вiдповiдає один рядочок, а змiннi, що ха-
рактеризують об’єкти, записуються у вiдповiднi стовпчики. При цьому
кожна змiнна може бути свого типу — числового, логiчного, символьного
чи факторного.

Наприклад, у наборi iris мiститься набiр даних про квiти пiвники
(iриси). Кожен рядочок цих даних вiдповiдає однiй квiтцi. Для кож-
ної дослiдженої квiтки у вiдповiдному стовпчику записано характери-
стики Sepal.Length, Sepal.Width (довжина та ширина чашолисткiв),
Petal.Length, Petal.Width (довжина та ширина пелюсток) а також Species
— вид роду Iris, до якого належить дана квiтка.

Наступний приклад показує, як можна вивести на екран значення,
що мiстяться у 45–55 рядочках цього набору даних. (Набiр iris входить
у колекцiю даних Datasets, що оформлена як один з пакетiв для R . Як
правило, цей пакет завантажується системою автоматично, якщо це не
так, його можна завантажити командою library(Datasets)).

> print(iris[45:55,])

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width Species
45 5.1 3.8 1.9 0.4 setosa
46 4.8 3.0 1.4 0.3 setosa
47 5.1 3.8 1.6 0.2 setosa
48 4.6 3.2 1.4 0.2 setosa
49 5.3 3.7 1.5 0.2 setosa
50 5.0 3.3 1.4 0.2 setosa
51 7.0 3.2 4.7 1.4 versicolor
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52 6.4 3.2 4.5 1.5 versicolor
53 6.9 3.1 4.9 1.5 versicolor
54 5.5 2.3 4.0 1.3 versicolor
55 6.5 2.8 4.6 1.5 versicolor

Створити фрейм даних з окремих векторiв-стовпчикiв змiнних можна
використовуючи функцiю data.frame():

> numb<-1:5
> let<-letters[numb]
> Name<-c('Alfa','Bravo','Charlie','Delta','Echo')
> type<-factor(c('vowel','consonant','consonant','consonant','vowel'))
> L<-data.frame(numb,let,type,row.names=Name, stringsAsFactors = FALSE)
> print(L)

numb let type
Alfa 1 a vowel
Bravo 2 b consonant
Charlie 3 c consonant
Delta 4 d consonant
Echo 5 e vowel

Параметр row.names вказує iмена об’єктiв (рядочкiв таблицi). Iменами
змiнних стають iмена векторiв стовпчикiв, з яких склали фрейм. При
необхiдностi iмена рядочкiв i стовпчикiв можна продивитись i змiнити
функцiями row.names() i names().

Параметр stringsAsFactors показує, чи слiд при створеннi фрейму
перетворювати вектори символьних рядочкiв у змiннi типу фактор. За
умовчанням таке перетворення виконується, тому, якщо вам потрiбнi са-
ме символьнi змiннi, вказуйте stringsAsFactors = FALSE.

Для того, щоб продивлятись, а при необхiдностi — i виправляти вели-
кi фрейми даних, можна використовувати вбудований редактор R , який
викликається функцiєю edit().

З даними, що складають фрейм, можна працювати як з елементами
матрицi, наприклад:

> L[2,]

numb let type
Bravo 2 b consonant



Роздiл 2. Мова статистичного програмування R 31

> L[,2]

[1] "a" "b" "c" "d" "e"

> L[,'let']

[1] "a" "b" "c" "d" "e"

Крiм того, змiннi є атрибутами фрейму, тому до них можна звертатись,
використовуючи формат

iм’я об’єкта$iм’я атрибуту
наприклад, задавши команду

> L$let

[1] "a" "b" "c" "d" "e"

отримуємо вектор значень змiнної let для об’єкта (фрейма) L
При роботi з фреймами iнколи виникає потреба перевiрити, який

тип у тiєї чи iншої змiнної. Це можна зробити, використовуючи функцiї
перевiрки типiв is.numeric, is.logical, is.integer та подiбнi їм. Цi
функцiї видають логiчне значення T якщо їх параметр має вiдповiдний
тип i F — якщо тип не той. Наприклад:

> is.numeric(L$num)

[1] TRUE

> is.factor(L['let'])

[1] FALSE

> is.character(L$let)

[1] TRUE

Змiну типу можна робити, використовуючи вiдповiдно функцiї as.numeric,
as.character тi iн. Наприклад:

> x<-c('12','3')
> x[1]+x[2]
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Error in x[1] + x[2]: нечисловой аргумент для бинарного оператора

> y<-as.numeric(x)
> y[1]+y[2]

[1] 15

Варто мати на увазi, що R виконує автоматичне перетворення типiв у
елементарних операцiях, наприклад,

> 1+TRUE

[1] 2

> TRUE&(-0.5)

[1] TRUE

(TRUE трактується як 1, FALSE як 0 у арифметичних операцiях. Нену-
льовi числа трактуються як TRUE, а 0 — як FALSE у логiчних опера-
цiях).

2.1.5 Векторнi i матричнi функцiї. Функцiя apply. Про-
пущенi значення.

Як вже вiдмiчалось, елементарнi операцiї та функцiї виконуються над
масивами поелементно. Цю властивiсть мають не всi функцiї. Якщо по-
трiбно явно вказати, що деяка функцiя повинна застосовуватись до кож-
ного елемента вектора, застосовують функцiю sapply або lapply(). Пер-
шим параметром sapply має бути вектор x, до якого застосовується
функцiя, другим — функцiя FUN, яка застосовується до кожного еле-
мента x. Точнiше, елементи x пiдставляються у FUN замiсть першого її
параметра. Якщо у FUN є iще параметри, їх можна вказати як додатковi
параметри-опцiї sapply, i вони будуть переданi у FUN за їх назвами. На-
приклад, тут ми застосовуємо двiйковий логарифм до вектора ступенiв
двiйки:

> sapply(c(1,2,4,8),log,base=2)

[1] 0 1 2 3
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(У цьому прикладi застосування sapply() не обов’язкове, такий самий
ефект буде при виклику log(c(1,2,4,8),base=2)).

Часто зустрiчаються функцiї, якi працюють з вектором “в цiлому”.
Наприклад,

length() — функцiя, що повертає кiлькiсть елементiв масиву;
sum(), prod() — функцiї, що пiдраховують суму або добуток всiх

елементiв масиву;
sort — функцiя, що вiдсортовує елементи масиву у порядку зростан-

ня (або спадання, якщо вказана опцiя decreasing=T).
та iншi. При застосуваннi такої функцiї до матрицi, вони трактують

її як “довгий” вектор, складений з усiх елементiв цiєї матрицi.

> u1<-c(3,1,2)
> u2<-c(0,-1,-2)
> z<-cbind(u1,u2)
> z

u1 u2
[1,] 3 0
[2,] 1 -1
[3,] 2 -2

> sum(z)

[1] 3

> sort(z)

[1] -2 -1 0 1 2 3

> sort(z,decreasing=T)

[1] 3 2 1 0 -1 -2

Часто буває потрiбно застосувати функцiю вiд векторного елемента до
кожного рядочка, або до кожного стовпчика матрицi окремо. У такому
випадку використовується функцiя apply(), що має специфiкацiю

apply(X, MARGIN, FUN, ...)
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де X — масив, до якого буде застосовуватись функцiя; MARGIN=1 якщо
функцiя застосовується до рядочкiв i MARGIN=2 — якщо до стовпчикiв;
FUN — iм’я функцiї, яку потрiбно застосувати.

... позначає, що у виклику функцiї apply() можна також задавати
будь-якi iншi опцiї. Цi опцiї apply() передасть у функцiю FUN без змiн.

Першим параметром функцiї FUN повинен бути вектор, замiсть цього
вектора apply() пiдставляє послiдовно рядочки (або стовпчики) матрицi
X i результат також записує у список результатiв. Наприклад, використо-
вуючи матрицю z з попереднього прикладу, отримуємо

> apply(z,1,sum)

[1] 3 0 0

> apply(z,2,sum)

u1 u2
6 -3

> apply(z,2,sort)

u1 u2
[1,] 1 -2
[2,] 2 -1
[3,] 3 0

У третьому прикладi елементи матрицi z вiдсортувались окремо всере-
динi кожного стовпчика. А от для того, щоб отримати матрицю з еле-
ментами, вiдсортованими всерединi кожного рядочка, результат роботи
apply потрiбно транспонувати:

> apply(z,1,sort)

[,1] [,2] [,3]
u2 0 -1 -2
u1 3 1 2

> t(apply(z,1,sort))
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u2 u1
[1,] 0 3
[2,] -1 1
[3,] -2 2

Приклад передачi опцiї при виклику sort() через apply():

> apply(z,2,sort,decreasing=T)

u1 u2
[1,] 3 0
[2,] 2 -1
[3,] 1 -2

Iще один варiант поелементної обробки векторiв реалiзує функцiя
outer(). Першi два її параметри x, y є векторами, третiй FUN — функ-
цiєю, у якої не менше двох параметрiв. Замiсть цих параметрiв outer()
пiдставляє послiдовно всi можливi пари елементiв x i y (x замiсть пер-
шого параметра, y — замiсть другого). Отриманi значення утворюють
матрицю. Наприклад,

> x<-1:4
> y<-5:7
> f<-function(x,y){x^2+y^2}
> z<-outer(x,y,f)
> z

[,1] [,2] [,3]
[1,] 26 37 50
[2,] 29 40 53
[3,] 34 45 58
[4,] 41 52 65

Тут ми створили нову функцiю f, яка обчислює суму квадратiв двох
своїх аргументiв1 i застосували її до всiх пар елементiв векторiв x i y.
Як i функцiя apply(), outer() вмiє передавати додатковi параметри
всередину функцiї FUN.

1Про створення власних функцiй див. далi, у п. 2.3.1.
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Такi функцiї як sum() та prod() можуть обробляти пропущенi значен-
ня (NA) по рiзному. Можна вважати, що якщо якесь значення у векторi
невiдоме, то i сума невiдома. А можна вилучити всi пропущенi значення i
пiдрахувати суму не пропущених. Вибiр реалiзується за допомогою опцiї
na.rm (“NA remove” — видалення пропущених):

> x<-c(2,NA,1,4,3)
> sum(x)

[1] NA

> sum(x,na.rm=T)

[1] 10

При застосуваннi функцiї sort() значення NA видаляються за умовчан-
ням. Можна скористатись опцiєю na.last=T щоб при сортуваннi значен-
ня NA потрапляли у кiнець вектора. При цьому значення NA та NaN
обробляються однаково:

> x<-c(2,NA,1,NaN,4,NA,3,NaN)
> sort(x,na.last=T)

[1] 1 2 3 4 NA NaN NA NaN

2.2 Експорт та iмпорт даних у R

2.2.1 Експорт та iмпорт даних у внутрiшньому фор-
матi

Iнколи буває потрiбно зберiгти деякi результати роботи програми у фор-
матi R , наприклад, для використання їх iншим користувачем R у своїй
програмi. Для цього можна скористатись функцiєю save():

> a<-1:10
> save(a,file="c:/rem/term/example.Rdata")
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У цьому прикладi ми створили вектор a, а потiм записали його у файлi
example.Rdata у каталозi term на диску c. (Звернiть увагу, що при записi
шляху до файлу використовується символ / прийнятий в Unix, а не \,
як це прийнято у Windows).

save() зберiгає об’єкти у внутрiшньому кодуваннi системи R . Про-
читати записаний файл можна лише у R . Якщо продивлятись його у
якому-небудь текстовому редакторi, будуть вiдображатись лише незро-
зумiлi символи. Для читання можна використати функцiю load().

> a<-0
> a

[1] 0

> load(file="c:/rem/term/example.Rdata")
> a

[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(Ми спочатку надали нове значення a, а потiм вiдновили старе, прочи-
тавши його з файлу). Об’єкти записуються разом iз своїми iменами, тому
load розумiє без додаткових пояснень, що саме потрiбно змiнити.

Якщо в одному файлi потрiбно зберiгти багато об’єктiв, їх перелiчу-
ють через кому у списку параметрiв save().

Якщо файл для запису або читання потрiбно вибрати пiд час роботи
програми iнтерактивно, використовують функцiєю file.choose(), яка
вiдкриває стандартне вiкно вибору файлу. Скажiмо, для завантаження
з файлу, який ви хочете обрати вручну, можна написати:

load(file=file.choose()).

2.2.2 Експорт та iмпорт текстових таблиць з даними.

Практично кожна статистична програма загального призначення має
можливостi створення та читання файлiв даних у виглядi текстових таб-
лиць. Змiст таких файлiв легко зрозумiти, проглядаючи їх у звичайних
текстових редакторах. Тому природно використовувати такi файли для
обмiну статистичними даними мiж програмами.

Нехай таблиця записана у текстовому файлi у зручному для людсь-
кого сприйняття виглядi:
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Name Weight Married
Ahmad 70 T
John 82 F
Victoria 60 T
Olga 54 F

Тут у першому рядочку записанi назви змiнних, а у кожному наступно-
му рядочку — значення цих змiнних для певної людини. Для читання
таких таблиць використовують функцiю read.table(). Якщо таблиця
записана у файлi c:/rem/term/table.txt, то прочитати її можна так:

> tbl<-read.table(file="c:/rem/term/table.txt",header=T)
> tbl

Name Weight Married
1 Ahmad 70 TRUE
2 John 82 FALSE
3 Victoria 60 TRUE
4 Olga 54 FALSE

(Результат читання записано у фрейм tbl. Опцiя header=T вказує на те,
що у першому рядочку мiстяться назви змiнних).

Якщо один з стовпчикiв таблицi треба прочитати як iмена об’єктiв-
рядочкiв, це можна зробити задавши опцiю row.names. У нiй можна вка-
зати або номер стовпчика iмен, або його назву, наприклад:

> tbl<-read.table(file="c:/rem/term/table.txt",header=T,row.names="Name")
> tbl

Weight Married
Ahmad 70 TRUE
John 82 FALSE
Victoria 60 TRUE
Olga 54 FALSE

Записати таку таблицю можна, використовуючи функцiю write.table():
write.table(tbl,file="c:/rem/term/table.txt")
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За умовчанням, у першому стовпчику таблицi будуть записанi iме-
на об’єктiв-рядочкiв фрейму, а у першому рядочку — назви змiнних-
стовпчикiв фрейму. Якщо це непотрiбно, слiд вказати опцiї row.names=F,
col.names=F.

При читаннi з файлу read.table визначає кiлькiсть змiнних (стовп-
чикiв) у таблицi за кiлькiстю назв у першому рядочку. Тип змiнної визна-
чається за форматом запису елементiв у вiдповiдному стовпчику. Ска-
жiмо, якщо всi елементи стовпчика мають вигляд TRUE, FALSE або NA,
то вiдповiдна змiнна отримає у прочитаному фреймi даних тип logical.
Якщо хоча б один елемент не можна трактувати як логiчний — тип буде
character навiть, якщо всi iншi елементи виглядають як логiчнi.

Рiзна кiлькiсть елементiв, роздiлених пробiлами у рiзних рядочках
таблицi приводить до помилки читання. Якщо у файлi зустрiчаються
символьнi рядочки з пробiлами всерединi, цi рядочки треба вмiщувати у
лапки, як у наступному прикладi:

Name Weight Married
Ahmad 70 T
"John R.C." 82 F
Victoria 60 T
"Olga V." 54 F

Iнший текстовий формат — csv (comma separated values) в якому окре-
мi значення змiнних роздiляються комами. Цей формат менш зручний
для людського сприйняття, нiж табличний, але вiн дає бiльше можливо-
стей для передачi даних рiзних типiв.

Щоб записати (або прочитати) файл у форматi csv можна викори-
стовувати функцiї write.csv (read.csv). В основному, вони влаштованi
аналогiчно write.table та read.table. (По сутi, вiдмiннiсть мiж функ-
цiями, що обробляють table та csv полягає лише в iншому виборi значень
за умовчанням тих опцiй, якi регулюють вибiр символiв, що роздiляють
значення. Вибирати цi опцiї (вони описанi у help) можна самому, якщо
потрiбно створити або прочитати файл з нестандартного формату.
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2.3 Програмування у R

2.3.1 Створення власних функцiй
SecOunFun

Функцiї у R є об’єктами, тому для того, щоб ввести нову функцiю, треба
створити об’єкт типу function i привласнити його значення деякiй змiн-
нiй. Наприклад, тут ми у першому рядочку створюємо функцiю t.sum(),
а у наступному — викликаємо її з параметрами х=1:10 та t=8:

> t.sum<-function(x,t){sum(x[x>t])}
> t.sum(1:10,8)

[1] 19

Призначення цiєї функцiї зрозумiле — вона пiдраховує суму тих елемен-
тiв вектора-параметра x, якi перевищують порiг заданий параметром t.
В загальному виглядi команда створення нової функцiї (специфiкацiя)
має формат

function(список формальних параметрiв ){тiло функцiї}
Тiло функцiї — це послiдовнiсть команд, якi будуть виконанi при

виклику функцiї. Результат останньої виконаної у тiлi функцiї команди
є значенням функцiї. Це значення i буде результатом виразу виклику
функцiї.

При виклику функцiї фактичнi значення параметрiв, заданi у дуж-
ках пiсля iменi функцiї, пiдставляються замiсть формальних параметрiв,
вказаних у специфiкацiї функцiї. Можна використовувати неiменований
спосiб пiдстановки, коли формальнi параметри замiняються фактични-
ми в порядку їх перелiку у специфiкацiї. Так зроблено у попередньому
прикладi. Можна застосувати iменовану пiдстановку, вказуючи iм’я фор-
мального параметра, який потрiбно замiнити при виклику:

> t.sum(t=9,x=1:10)

[1] 10

Виконання такого виклику нiчим не вiдрiзняється вiд попереднього. Мож-
на комбiнувати цi два способи:

> t.sum(1:10,t=9)
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[1] 10

R дозволяє задавати при виклику функцiї менше параметрiв, нiж вказано
у специфiкацiї. При цьому функцiя мусить знати, яких значень цi пара-
метри набувають за умовчанням (коли вони не вказанi). У специфiкацiї
такi значення за умовчанням можна вказати використовуючи знак = пiс-
ля iменi формального параметра:

> t.sum<-function(x,t=0){sum(x[x>t])}
> t.sum(-5:5)

[1] 15

> t.sum(1:10,t=9)

[1] 10

Тут за умовчанням функцiя t.sum пiдраховує суму додатних елементiв
вектора, але порiг можна змiнити, задавши значення параметра t явно.
Параметри, що, як правило, використовуються за умовчанням, прийня-
то називати опцiями функцiї. З точки зору комп’ютера опцiї нiчим не
вiдрiзняються вiд iнших параметрiв.

При заданнi значень за умовчанням можна використовувати вирази,
в якi входять iншi формальнi параметри функцiї:

> t.sum<-function(x,t=sum(x)/length(x)){sum(x[x>t])}
> t.sum(1:10)

[1] 40

— за умовчанням, функцiя пiдраховує суму всiх елементiв x, якi переви-
щують середнє x.

У тiлi функцiї може бути багато команд (їх можна записувати у окре-
мих рядочках програми або роздiляти крапкою з комою). Можна також
використовувати змiннi, що не входять до списку формальних парамет-
рiв. Так функцiя t.sum() з попереднiх прикладiв може бути реалiзована
наступним чином:
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> t.sum<-function(x,t=0)
+ {
+ z<-x>t
+ sum(z)
+ }

Тут z — допомiжна змiнна, що використовується у функцiї. За прави-
лами R всi такi змiннi є локальними тобто вони iснують лише всерединi
функцiї i знищуються при завершеннi виконання її виклику. Якщо поза
тiлом функцiї було введено змiнну з тим самим iменем (глобальну змiн-
ну) — її значення не змiниться пiсля виклику функцiї:

> z<-0
> t.sum(1:10,t=8)

[1] 2

> z

[1] 0

(Значення глобального z залишилось 0 не зважаючи на виклик функцiї,
в якiй локальнiй змiннiй z було зроблене привласнення).

Такий пiдхiд дозволяє усунути можливiсть небажаних побiчних ефек-
тiв (side effect) коли функцiя змiнює значення змiнних, що не мають
вiдношення до її виклику. Iнколи буває потрiбно, щоб функцiя мала по-
бiчний ефект, впливаючи на певну глобальну змiнну. Для цього можна
використати глобальне привласнення <<-. Нехай, наприклад, потрiбно
пiдрахувати, скiльки разiв вiдбувався виклик функцiї t.sum() у програ-
мi. Для цього можна завести глобальну змiнну n i модифiкувати функцiю
так:

> n<-0
> t.sum<-function(x,t=0){n<<-n+1;sum(x>t)}
> t.sum(1:10)

[1] 10

> n
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[1] 1

> t.sum(1:10)

[1] 10

> n

[1] 2

Глобальнi привласнення рекомендується використовувати дуже обереж-
но, оскiльки вони можуть зробити логiку виконання функцiї незрозумi-
лою.

Насправдi, при виклику функцiї, з усiх фактичних параметрiв роб-
ляться копiї i саме цi копiї пiдставляються у функцiю замiсть формаль-
них параметрiв. Тому навiть якщо в тiлi функцiї деякому формальному
параметру привласнюється нове значення, це не вплине на вiдповiдний
фактичний параметр у зовнiшнiй програмi:

> my.sort<-function(x){x<-sort(x)}
> z<-c(3,5,1)
> y<-my.sort(z)
> y

[1] 1 3 5

> z

[1] 3 5 1

(Змiнна z не вiдсортувалась, хоча вона використана у виклику функ-
цiї, яка сортує свiй формальний параметр у тiлi). Цей спосiб передачi
параметрiв за значенням а не за назвою також запобiгає небажаним
побiчним ефектам. Всю iнформацiю, яку потрiбно передати про роботу
функцiї слiд вкладати у її значення.

У списку формальних параметрiв функцiї можна використовувати
символ ... — трикрапка. Вiн позначає, що функцiю можна виклика-
ти з довiльною кiлькiстю параметрiв. Параметри, що стоять на мiсцi
... можна використовувати у тiлi функцiї так само, як iншi, єдина їх
вiдмiннiсть полягає в тому, що вони не мають iндивiдуальних iмен. У
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наступному прикладi створюється функцiя, що має один iменований па-
раметр x та може викликатись iз довiльною кiлькiстю iнших параметрiв.
Параметр x не використовується, а всi параметри, що пiдставляються у
виклицi на мiсцi ... збираються в один список, який i є результатом
виконання функцiї.

> f<-function(x,...){list(...)}
> z<-f(2,1:5,"aaa",T)
> z

[[1]]
[1] 1 2 3 4 5

[[2]]
[1] "aaa"

[[3]]
[1] TRUE

> z[1]

[[1]]
[1] 1 2 3 4 5

2.3.2 Структури управлiння виконанням програм у
мовi R

У R порiвняно небагато мовних структур, якi забезпечують змiну поряд-
ку виконання команд у програмi. Мова розроблена так, щоб мiнiмiзувати
потребу їх використання. Наприклад, там, де у iнших мовах програмiст
змушений використовувати цикл for, у R часто можна скористатись век-
тоними виразами. Можливiсть використання логiчних масивiв при iндек-
сацiї та параметрiв-опцiй зi значеннями по умовчанню помiтно звужує
область застосування структур умовних переходiв типу if...else. Хо-
роший стиль програмування у R полягає в тому, щоб не використовувати
подiбнi структури там, де можна обiйтись iншими.

Тим не менше, у деяких випадках саме використання цих структур
робить програму ефективною, а код — зрозумiлим. Опишемо цi струк-
тури послiдовно.
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Умовне виконання: if

У R є три варiанти структур, що реалiзують класичний умовний перехiд:
— if(умова)команда — якщо умова iстина, команда виконується,

iнакше — не виконується (тут i далi команда може бути складною, тобто
складатись iз послiдовностi команд, об’єднаних фiгурними дужками)

— if(умова) команда1 else команда2 — тут команда1 виконується,
якщо умова iстина, команда2 виконується, якщо умова — хибна.

— ifelse( умова,команда1,команда2) — логiка виконання така ж, як
i у попередньому варiантi.

Наприклад:

> x<-1
> y<-2
> if(x<y) x else y

[1] 1

(результатом виконання if тут буде менше з чисел x та y).
У третьому варiантi ifelse() працює як функцiя, зокрема, при за-

стосуваннi до векторiв, вона дає векторнi значення:

> x<-c(-4,4)
> sqrt(x)

Warning in sqrt(x): созданы NaN

[1] NaN 2

> sqrt(ifelse(x>0,x,NA))

[1] NA 2

В умовах if та iнших структур управлiння можна використовувати ло-
гiчнi операцiї & (логiчне i) та | (логiчне або). При визначеннi результа-
ту цих операцiй спочатку обчислюється значення виразiв праворуч та
лiворуч вiд знаку операцiї а потiм виконується сама операцiя. Iнколи ре-
зультат операцiї можна визначити лише за значенням, що стоїть лiворуч,
наприклад значення T|x завжди T, яким би нi був x. Якщо у таких си-
туацiях вам не потрiбно обчислювати вираз праворуч вiд знаку операцiї,
можна скористатись операцiями && та ||:
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> T|(sqrt(-5)>0)

Warning in sqrt(-5): созданы NaN

[1] TRUE

> T||(sqrt(-5)>0)

[1] TRUE

(у другому варiантi не було спроби обчислити sqrt(-5)).

2.3.3 Вибiр з кiлькох умов: switch

Функцiя switch() дозволяє обирати один з багатьох варiантiв виконання
програми в залежностi вiд значення деякого виразу. Її формат

switch(вираз-умова,список варiантiв)
Як приклад, розглянемо застосування switch() у функцiї f(), що об-

числює сумму або добуток елементiв вектора в залежностi вiд значення
параметра type:

> f <- function(x, type)
+ {
+ switch(type, add = sum(x), multiply = prod(x), NA)
+ }
> f(1:4,type="add")

[1] 10

> f(1:4,type="multiply")

[1] 24

> f(1:4,type="x")

[1] NA
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У цьому прикладi switch() обчислює значення виразу type, знаходить
далi у списку параметрiв такий параметр, назва якого вiдповiдає type
i обчислює вираз, що стоїть пiсля знаку = для цього параметру (тобто
значення цього параметру по умовчанню). Результат обчислення є зна-
ченням, яке дає switch().

Останнiй елемент у списку параметрiв switch у цьому прикладi (NA),
записаний без знаку =, задає дiї, котрi будуть виконанi, якщо значення
виразу-умови не дорiвнює нi одному з попереднiх варiантiв. Якщо такого
останнього елемента немає, жоднi дiї в цьому випадку не виконуються а
значення switch дорiвнює NULL.

2.3.4 Цикли while та repeat

R , як i iншi мови програмування, використовує цикли для органiзацiї
серiй повторних обчислень. Загальний формат циклу while:

while(умова)команда
Спочатку перевiряється умова, i якщо вона дає результат TRUE, ви-

конується команда. Цей процес повторюється циклiчно i зупиняється як
тiльки умова прийме значення FALSE

У наступному прикладi цей цикл використано для наближеного об-
числення кореня рiвняння x = cos(x) (eps — точнiсть обчислень):

> x<-1
> eps<-0.0000001
> while(abs(x-cos(x))>eps)x<-cos(x)
> x

[1] 0.7390851

> cos(x)

[1] 0.7390852

Iнколи буває зручно розмiстити перевiрку умови не на початку циклу,
а в кiнцi, або навiть посерединi. Для органiзацiї таких циклiв зручно
використовувати структуру repeat з командами break та next.

Формат команди
repeat команда
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де команда — це “тiло циклу”, тобто послiдовнiсть команд, якi повиннi
виконуватись циклiчно. Щоб комп’тер мiг зупинитись, всерединi тiла
циклу повинна бути команда break, яка перериває виконання циклу i
передає управлiння на команду, що йде одразу пiсля тiла циклу.

> x<-NULL
> t<-100
> i<-0
> repeat
+ {
+ i<-i+1
+ if(i^2>t) break
+ x<-c(x,i^2)
+ }
> x

[1] 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

(квадрати натуральних чисел додаються до списку доти, доки вони не
перевищують порiг t).

Команда next всерединi тiла циклу перериває виконання даного цик-
лу i передає управлiння на першу команду тiла.

2.3.5 Цикл for

Цикл for використовується тодi, коли одну i ту ж дiю потрiбно виконати
для певної послiдовностi (вектора) iндексiв. Формат вiдповiдної струк-
тури

for(iндекс in послiдовнiсть) команда
тут iндекс — назва змiнної, що використовується для iндексацiї у тiлi

циклу; послiдовнiсть — вектор значень, що будуть пiдставленi замiсть
iндексу при виконаннi циклу; команда — тiло циклу, тобто команда, або
набiр команд, вмiщених у фiгурнi дужки, який буде виконано для всiх
значень iндексу.

Наприклад, якщо для вектора x = (x1, . . . , xn) потрiбно пiдрахувати
вектор рiзниць y = (x2 − x1, . . . , xn − xn−1), це можна зробити, викори-
стовуючи цикл:
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> x<-(1:10)^2
> y<-rep(NA,length(x)-1)
> for(i in 1:(length(x)-1))y[i]<-x[i+1]-x[i]
> x

[1] 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

> y

[1] 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Потреба використання циклiв for у R значно менша, нiж у бiльшостi кла-
сичних мов програмування, завдяки можливостям застосування вектор-
них функцiй та гнучкiй iндексацiї масивiв. Так, у попередньому прикла-
дi, вектор рiзниць можна пiдрахувати як

> x[-1]-x[-length(x)]

[1] 3 5 7 9 11 13 15 17 19

(Нагадаємо, що вiд’ємний iндекс наказує вилучити вiдповiдний елемент
з вектора: x[-1] — вектор з усiх елементiв x крiм першого).

Хороший стиль програмування у R вимагає не використовувати цикли
for якщо без них можна обiйтись.



Роздiл 3

Базова графiка в R

3.1 Стовпцевi та круговi дiаграми
Один з найбiльш популярних способiв вiдображення не дуже великих
наборiв чисел — дiаграми, на яких кожному числу вiдповiдає один стовп-
чик. Англiйською мовою такi рисунки звуть barplot або barchart. Для їх
вiдображення можна використовувати функцiю barplot(). Наприклад,
у наборi даних ldeaths вмiщенi помiсячнi данi про кiлькостi смертей
у Великiй Британiї вiд бронхiтiв, астми та емфiземи легенiв. Першi 12
елементiв набору вiдносяться до 1974 року. Зобразимо їх на стовпцевiй
дiаграмi:

> barplot(ldeaths[1:12],names.arg =month.abb,main="(a)")
> barplot(ldeaths[1:12],names.arg =1:12,horiz=T,col=2:4,main="(b)")

Результати виконання вiдображенi на рис. 3.1 (a) — перший виклик
barplot(), (b) — другий.

Перший параметр функцiї barplot(), height задає висоти стовпчи-
кiв, якщо стовпчики вертикальнi, як на рисунку (а) або довжини — коли
стовпчики горизонтальнi, як на (b). Вибiр орiєнтацiї стовпчикiв задає па-
раметр horiz (T — горизонтальнi, F — вертикальнi). Параметр col задає
колiр стовпчика, names.arg — назви, якi будуть пiдписанi пiд стовпчи-
ками. (У першому прикладi цi назви взятi з масиву month.abb, який
мiстить скороченi iмена мiсяцiв).

Параметр main задає заголовок, що виводиться над рисунком. Можна
також задати текст пiдпису пiд рисунком — параметром sub.

50
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Рис. 3.1: Стовпцева дiаграма загальної смертностi

Параметр height можна задати як матрицю. Це дає можливiсть порiв-
нювати рiзнi набори даних на однiй дiаграмi. Наприклад, у наборах
mdeaths i fdeaths знаходяться данi про смертнiсть окремо чоловiкiв та
жiнок. Зберемо цi данi в одну матрицю i виведемо:

> h<-rbind(fdeaths[1:12],mdeaths[1:12])
> rownames(h)<-c("female","male")
> colnames(h)<-month.abb
> barplot(h,main="(a)",
+ legend.text=T,args.legend = list(x = "top"),col=c(2,3))
> barplot(h,main="(b)",legend.text=T,
+ args.legend = list(x = "topright",inset=0.2),col=c(2,3),beside=T)

Результати виконання вiдображенi на рис. 3.2 (a) — перший виклик
barplot(), (b) — другий.

Тут перший рядочок матрицi вiдповiдає жiночiй смертностi по мiся-
цях, другий - чоловiчiй. Ми надали цим рядочкам iмена female i male,
а стовпчики матрицi даних назвали скороченими iменами мiсяцiв. У
варiантi (a) стовпчики на дiаграмi, що вiдповiдають чоловiкам виведенi
як продовження стовпчикiв для жiнок. Це зручно тим, що одразу можна
порiвнювати сумарнi смертностi чоловiкiв та жiнок протягом рiзних мi-
сяцiв. У варiантi (b) стовпчики чоловiкiв та жiнок виводяться поруч, так
зручнiше порiвнювати їх мiж собою. Вибiр з цих варiантiв вiдображення
робить параметр beside.
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Рис. 3.2: Стовпцева дiаграма смертностi чоловiкiв та жiнок

Для того, щоб читач легше мiг зрозумiти, де на дiаграмi виводить-
ся який рядок матрицi, можна вiдобразити пояснення (легенду). Текст
пояснення вказується у параметрi legend.text. Якщо просто задати
legend.text=T, то для пояснення будуть використанi назви рядочкiв
матрицi height, як це зроблено у нашому випадку. Для рисунку (а)
ми задали положення легенди на рисунку задавши конструкцiю з опцiй
args.legend = list(x = "top") яка вказує, що легенда має бути вгорi.
Можливi варiанти "bottomright", "bottom", "topleft "center" та анало-
гiчнi. Для рисунку (b) задано також вiдступ вiд правого поля рисунку
середини легенди опцiєю inset.

У функцiї barplot() є багато iнших опцiй, зокрема параметри density,
angle, border регулюють штриховку стовпчикiв та рисування контуру
аналогiчно тому, як це робиться у функцiї рисування прямокутникiв
rect(). Опцiї, що керують рисуванням осей координат: axes, xlab, ylab
та розмiром рисунку xlim, ylim аналогiчнi таким опцiям функцiї plot()
(див. пiдроздiл 3.2).

Логiчна опцiя add вказує, чи треба вiдкривати нове вiкно для рису-
вання дiаграми (add=F) чи дiаграма вiдображається у вже вiдкритому
вiкнi доповнюючи iснуючий рисунок.

Iнколи для унаочнення даних використовують не стовпчиковi, а кру-
говi дiаграми. Iдея полягає в тому, щоб зобразити “частки спiльного пи-
рога”, якi дiстались рiзним їдокам. Вiдповiдно англiйська назва таких
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Рис. 3.3: Нацiональний склад населення Києва у 1939р.

дiаграм — pie charts. Наприклад, за даними перепису 1939 року у Києвi
проживало

українцiв — 450 556,
євреїв — 224 236,
росiян — 139 495,
людей iнших нацiональностей — 27991.
Кругову дiаграму для цих даних можна зобразити так:

> population<-c(450556,224236,139495,27991)
> names(population)<-c("Ukrainian", "Russian","Jews","others")
> pie(population)

Результат — на рис. 3.3.
Круговi дiаграми вважаються менш вiзуально сприйнятними нiж стовп-

чиковi, тому у серйозних дослiдженнях як окремий засiб графiчного вi-
дображення застосовуються не часто. Як правило, стовпчиковi дiаграми
використовувати доцiльнiше. Але круговi дiаграми завдяки своїй ком-
пактностi можуть бути зручними для порiвняння великої кiлькостi на-
борiв даних, наприклад, при вiдображеннi на географiчнiй картi складу
населення рiзних мiст країни, тощо.
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Рис. 3.4: Набiр точок виведений функцiєю plot()

3.2 Точки та лiнiї на площинi
У R для графiчного вiдображення об’єктiв часто використовується функ-
цiя plot(). Ця функцiя є родовою, тобто вона працює по рiзному для
рiзних об’єктiв. Зараз ми розглянемо простiше застосування plot() у ви-
падку, коли потрiбно вiдобразити якi-небудь точки або лiнiї на площинi.
У такому випадку координати точок можна задати у виглядi векторних
параметрiв функцiї:

> x<--sin(1:20)
> y<-cos(1:20)
> plot(x,y)

Результат виконання цiєї функцiї — зображення на координатнiй пло-
щинi набору точок, у яких горизонтальнi координати взятi з вектора x,
а вертикальнi — з y — див. рис. 3.4. Зрозумiло, що для нормальної роботи
функцiї цi вектори повиннi мати однакову довжину.

Функцiя plot() спочатку створює нове вiкно виводу, а потiм виводить
у нього об’єкти (у нашому випадку — точки). Якщо потрiбно додати
новi об’єкти на старому рисунку, замiсть plot() слiд використати iншу
функцiю, наприклад — points(x,y,...) або lines(x,y,...).

> x<--4:4
> y<-x^2
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Рис. 3.5: Додали точки, використовуючи points()

> plot(x,y,pch=2)
> x1<-c(-1,1)
> y1<-c(10,10)
> points(x1,y1,pch=3)

На рис. 3.5 лiворуч — результат, що буде вiдображений пiсля виконан-
ня plot(x,y,pch=2), праворуч — як змiниться рисунок пiсля додавання
точок points(x1,y1,pch=3).

Опцiя pch задає символ, яким будуть вiдображатись точки на рисун-
ку.

Якщо до рисунку потрiбно додати лiнiї, можна скористатись функ-
цiєю lines(x,y,...).

Функцiя plot() має багато опцiй, якi дозволяють обирати формат
вiдображення рисунку. Перелiчимо найбiльш вживанi.

axes — логiчна, якщо T — вiсi координат вiдображаються, якщо F —
нi.

xlab, ylab — символьнi, задають текст, яким будуть пiдписанi коор-
динатнi вiсi.

sub — задає пiдпис знизу пiд рисунком;
main — задає заголовок над рисунком.
xlim, ylim — задають межi для значень по горизонтальнiй та верти-

кальнiй осях.
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asp — “aspect ratio” — спiввiдношення масштабних одиниць по вер-
тикалi та горизонталi. Якщо не задавати цю опцiю, то масштаб по вер-
тикалi та горизонталi буде задаватись незалежно, виходячи iз зручностi
розмiщення рисунку. Якщо задати asp=1 масштабнi одиницi по обох осях
матимуть однакову довжину.

Наступнi опцiї можна використовувати як у plot(), так i у points(),
lines() та рядi iнших графiчних функцiй.

type — тип точок/лiнiй. Ця опцiя може приймати значення:
"p— вiдображати лише точки;
"l— вiдображати лише прямi лiнiї, що з’єднують заданi точки;
"b— вiдображати i точки i лiнiї, причому лiнiї торкаються точок;
"o— вiдображати лiнiї, що перекривають точки;
"s "S— з’єднати точки ступiнчастими лiнiями, ("s— стрибок лiворуч,

"S— праворуч);
"h— вiдображаються вертикальнi вiдрiзки, що з’єднують заданi точки

з вiссю абсцисс.
"n— на рисунку буде вiдображена координатна площина, у якiй вмi-

щуються всi заданi точки, але нi самi точки, нi лiнiї, що їх з’єднують, не
вiдображаються. (Ця опцiя використовується для того, щоб пiдготувати
мiсце для рисування iншими функцiями)

col — колiр або кольори, яким будуть вiдображатись об’єкти (це мо-
же бути числовий вектор, або кольори можна задавати їх англiйськими
назвами "red "blue тощо).

pch — символ, яким вiдображаються точки.
cex — контролює розмiр символiв.
lwd — контролює ширину лiнiй.
Наприклад, результат виконання наступних команд вiдображено на

рис 3.6:

> x<-1:10
> plot(c(0,10),c(-0.2,1.2),type="n")
> points(x,rep(1,10),pch=x,cex=2-0.1*x,col=x)
> points(x,rep(0,10),pch=10+x,col=10+x)

Для того, щоб вiдображати на рисунках написи у заданих точках
використовується функцiя text(x,y,labels,...). Тут вектори x та y
задають координати точок де розмiщується текст, labels — вектор сим-
вольних рядкiв, якi будуть виводитись у заданих точках.
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Рис. 3.6: Символи та кольори

Для цiєї функцiї опцiя pos вказує як розмiщується текст по вiдно-
шенню до заданої точки (1 — пiд точкою, 2 — лiворуч, 3 — над, 4 —
праворуч). ofset задає змiщення тексту по вiдношенню до точки.

Опцiї cex та col задають розмiр символiв та їх колiр у text() так
само, як у функцiї plot().

Функцiя segments(x0,y0,x1,y1) рисує набiр вiдрiзкiв. У векторах
x0, y0 знаходяться x i y координати точок-початкiв вiдрiзкiв, у x1, y1
— точок-кiнцiв.

Аналогiчно, функцiя arrows(x0,y0,x1,y1,length,angle) рисує стрiл-
ки, lenght задає довжину “наконечника” стрiли, angle — гостроту кута
наконечника.

Функцiя rect(xleft, ybottom, xright, ytop, density = NULL, angle = 45,col = NA, border = NULL,...)
рисує прямокутники, координати лiвих нижнiх кутiв беруться з xleft, ybottom,
правих верхнiх — з xright, ytop. Прямокутник може заповнюватись
штриховкою, щiльнiсть цiєї штриховки задається density, кут нахилу —
angle, колiр — col. Параметр border визначає колiр контуру прямокут-
ника.

Наприклад, результат виконання наступних команд зображено на
рис. 3.7

> plot(c(0,10),c(0,10),type="n")
> rect(1:9,rep(1,9),2:10,2:10,density=5:13,col=1:9,border=10:19)
> arrows(rep(2,4),4:8,4:8,5:9,angle=20,length=0.1)
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Рис. 3.7: Рисування прямокутникiв, стрiлок та написiв

> text(rep(2,4),4:8,labels=c("a","b",'c',"d","e"),pos=2)

Функцiя abline(a,b) рисує пряму лiнiю, що описується рiвнянням
y = a + bx. Якщо треба провести вертикальну лiнiю з горизонтальною
координатою x, це можна зробити функцiєю abline(h=x).

Для вiдображення графiкiв нелiнiйних функцiй можна використову-
вати функцiю

curve(expr,from=NULL,to=NULL,n=101,add=FALSE,
type="l",xname="x",xlab=xname,ylab = NULL)

Параметри цiєї функцiї:
expr — iм’я функцiї, що залежить вiд параметра x, або вираз, що

залежить вiд змiнної x;
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Рис. 3.8: Рисування кривих та прямих

from, to — лiвий та правий кiнцi iнтервалу змiни x, на якому будуєть-
ся графiк;

n — кiлькiсть точок для малювання графiку;
add — логiчний параметр, якщо вiн TRUE, графiк будується на ста-

рому рисунку, якщо FALSE — для рисунку вiдкривається нове вiкно;
type, xlab, ylab — такi ж, як у функцiї plot;
xname — iм’я що використовується для осi x.
Наприклад (див. рис. 3.8)

> curve(pnorm,-3,3,add=FALSE,col="blue")
> curve((x/3)^2,col="red",add=TRUE)
> abline(0.5,1)

Тут pnorm — функцiя розподiлу для стандартного нормального розподi-
лу (див. табл. 5.1).
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У цьому прикладi другий виклик функцiї рисування кривих —
curve((x/3)^2,col="red",add=TRUE) має опцiю add=TRUE, тобто новий
рисунок не створюється, крива вiдображається на старому. При цьому
не заданi параметри, що вказують дiапазон по горизонталi (такi як from,
to). У такiй ситуацiї криву рисують через весь старий рисунок — вiд його
лiвого до правого поля.

3.3 Елементи тривимiрної графiки
У статистицi досить часто спостережуванi данi вiдображають у виглядi
точок у просторi. Якщо кожнiй точцi вiдповiдає одне спостереження, а
змiнним — координати цiєї точки, то такий рисунок називають дiаграмою
розсiювання. Якщо для вiдображення використовують лише двi змiннi,
утворюється двовоимiрна дiаграма розсiювання, яку можна вивести на
екран функцiєю verb+plot()+ як описано вище.Для вiдображення трьох
змiнних одразу використовують тривимiрнi дiаграми розсiювання. У R
їх можна виводити багатьма рiзними способами, один з найпростiших —
використання функцiї scatterplot3D() з пакету scatterplot3

Приклад виклику цiєї функцiї:

> library(scatterplot3d)
> z <- seq(-20, 20, 0.15)
> x <- z*cos(z)
> y <- z*sin(z)
> scatterplot3d(x, y, z, highlight.3d=TRUE, col.axis="blue",
+ col.grid="lightblue", main="Spiral", pch=1,angle=30)

У виклику цiєї функцiї першi три параметри x, y, z задають положен-
ня точок у тривимiрному просторi. Параметр highlight.3d визначає, чи
потрiбно розфарбовувати точки в залежностi вiд того, як вони розташо-
ванi по осi x. Два наступних параметри визначають колiр осей коорди-
нат та координатної сiтки зображеної у площинi x-y. Нарештi, параметр
angle визначає кут, який будуть утворювати на двовимiрнiй проекцiї вiсi
Ox та Oy. (Проекцiя завжди будується так, щоб вiсь Ox на нiй розташо-
вувалась горизонтально, вiсь Oz — вертикально, а от напрямок Oy на
рисунку визначається напрямком проектування. Мiняючи angle можна
розглядати данi “з рiзних точок зору”.
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Рис. 3.9: Тривимiрна дiаграма розсiювання
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Рис. 3.10: Тривимiрна дiаграма розсiювання за допомогою plot3d

Як бачимо, можливостi scatterplot3D() при виборi напрямку про-
екцiї досить обмеженi. Для того, щоб мати змогу повертати зображення
даних iнтерактивно, можна скористатись функцiєю plot3d() з пакету
rgl. Наприклад, викликавши цю функцiю на даних попереднього при-
кладу у такий спосiб

library(rgl)
plot3d(x,y,z)

i покрутивши отриманий рисунок мишею, можна отримати зображення
з рис. 3.10.

Менш часто нiж дiаграми розсiювання, але iнколи також буває по-
трiбно вiдображати на рисунках поведiнку числових функцiй двовимiр-
ного аргументу. Досить популярним засобом такого вiдображення є кон-
турнi графiки (contour plot), на яких зображають “лiнiї рiвня” функцiї.

Лiнiя рiвня функцiї f(x, y), що вiдповiдає рiвню c, це множина всiх
точок на площинi з такими координатами (x, y), що f(x, y) = c. На кон-
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турних графiках вiдображають лiнiї рiвня для рiзних рiвнiв, пiдбираючи
їх так, щоб можна було побачити горби та западини функцiї подiбно до
того, як це роблять на географiчних картах. У R контурнi графiки зоб-
ражають, використовуючи функцiю contour().

Iнший варiант тривимiрного графiка — зображення його проекцiї на
площину аналогiчно тому, як це було зроблено вище для дiаграм розсiю-
вання. Таке вiдображення тривимiрних графiкiв у перспективi забезпе-
чує функцiя persp().

I contour() i persp() працюють не безпосередньо з функцiєю f яку
потрiбно вiдобразити, а iз матрицею z значень цiєї функцiї у вузлах пря-
мокутної сiтки, визначеної векторами координат x, y, тобто z[i,k]=f(x[i],y[k]),
i=1,...,length(x), k=1,...,length(y). Для того, щоб пiдраховувати
значення z зручно використовувати функцiю outer/. Приклад застосу-
вання contour() i persp() для вiдображення функцiї f(x, y) = sin2 x +
cos2 x коли x ∈ (0, 5), y ∈ (2, 7):

> x<-(1:50)/10
> y<-(20:70)/10
> f<-function(x,y){sin(x)^2+cos(y)^2}
> z<-outer(x,y,f)
> contour(x,y,z)
> persp(x, y, z, theta = 30, phi = 30, expand = 0.75,
+ col = "lightblue")

Результат виконання цього скрипту на рис. 3.11. Функцiя persp() має
бiльше можливостей вибору напрямку проекцiї, нiж scatterplot3D(). В
нiй цей напрямок задається двома кутами theta (азимут) та phi (90o –
широта). Крiм того, параметр expand (як правило, його обирають вiд 0
до 1) можна використовувати для стиснення графiка по осi z.

3.4 Географiчнi карти
Статистична iнформацiя часто має географiчну прив’язку, тому для її
вiдображення природно використовувати географiчнi карти. У R перед-
бачений великий вибiр можливостей такого вiдображення. У цьому пiд-
роздiлi розглядаються лише два найпростiшi приклади: вiдображення
iнформацiї фарбуванням рiзних областей рiзними кольорами та вiдобра-
ження кругових дiаграм на географiчних картах.
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Рис. 3.11: Контурний та тривимiрний графiки

Спочатку розберемось, як у R малюються географiчнi карти. Це мож-
на робити багатьма рiзними способами. Для нашої мети одним з найпро-
стiших є використання пакетiв (бiблiотек) sp, maptools та raster. Вони
не входять у стандартну поставку R , тому їх потрiбно iнсталювати на
комп’ютерi звичайним способом та завантажувати перед використанням
у робочу область використовуючи функцiю library().

У пакетi maptools мiститься полiтична карта земної кулi пiд назвою
wrld_simpl. Для того, щоб вивести її у виглядi рисунку можна скори-
статись звичайною функцiєю plot(), наприклад:

> library('sp')
> library('maptools')

Checking rgeos availability: FALSE
Note: when rgeos is not available, polygon geometry computations in maptools depend on gpclib,
which has a restricted licence. It is disabled by default;
to enable gpclib, type gpclibPermit()

> data(wrld_simpl)
> par(mai=c(0,0,0,0))
> par(mar=c(0,0,0,0))
> plot(wrld_simpl, xlim=c(-10,50),
+ ylim=c(-40,35), bg='azure2', col='khaki',
+ border='black')
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Рис. 3.12: Карта Африки

Тут ми спочатку функцiєю data() завантажили потрiбну змiнну у пам’ять.
Потiм задали командою par нульовий розмiр полiв рисунку.

I, нарештi надрукували карту функцiєю plot(), використовуючи па-
раметри:

col — колiр, яким фарбується основна частина (суходiл),
bg — колiр заднього плану (background) — море,
border — колiр для границь позначених на картi країн,
xlim, ylim — межi регiону, який потрiбно вiдобразити на картi по

горизонталi та вертикалi.
На картах використовується географiчна шкала координат, горизот-

нальна вiсь вiдповiдає довготi (longitude), вертикальна — широтi (latitude).
Як вiдомо, це кутовi мiри, вони визначаються у градусах та хвилинах.
Один градус складає 60 хвилин. У R використовується звичайне десят-
кове позначення для цих координат, тобто, скажiмо, latitude -10.5 це 10
градусiв 30 хвилин пiвденної широти.

Результат зображено на рис. 3.12. (Карта вже дещо застарiла, на нiй
не вiдмiчено, наприклад, таку країну, як Пiвденний Судан).

Карти кордонiв окремих країн також мiстяться у об’єктi wrld_simpl.
Їх можна використовувати, звертаючись по номерах країн у списку, розта-
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шованому приблизно за алфавiтним порядком. Цей список мiститься у
атрибутi word_simp$NAME. Вивiвши цей список у R , можна побачити, що
Демократична республiка Конго має номер 28, Нiгерiя — 153, Мадага-
скар — 108. Нехай ми хочемо на вже iснуючiй картi Африки вiдмiтити цi
країни рiзними кольорами: Нiгерiю — зеленим, Мадагаскар — червоним,
Конго — бiлим. Це можна зробити викликваши знову функцiю plot()
з параметром add=T, що означає — дорисувати новий рисунок поверх
попереднього:

plot(wrld_simpl[c(28,153,108),],col=c('white','green','blue'),add=T).
Написи на картах можна наносити використовуючи функцiю text

так, як це було описано у п. 3.2.
Покажемо, як вiдображати на картах круговi дiаграми, подiбнi до

тих, що описанi у п. 3.1. Для цього ми використаємо функцiю floating.pie()
з пакету plotrix (його треба iнсталювати на комп’ютерi та завантажи-
ти).

Цю функцiю можна викликати так:
floating.pie(xpos,ypos,x,col,radius)
де
xpos, ypos — координати центру кругової дiаграми на рисунку (на

картi),
x — вектор, координати якого вiдповiдають розмiрам секторiв на кру-

говiй дiаграмi.
col — кольори секторiв,
radius — радiус дiаграми.
Нехай, наприклад, ми хочемо для вибраних нами країн вiдобразити

круговими дiаграмами розподiл населення за релiгiйною ознакою. Для
Нiгерiї, скажiмо, це виглядає так: 58% християн, 41% — прибiчники iс-
ламу, 1% — iншi релiгiї. Програма може мати такий вигляд:

> par(mai=c(0,0,0,0))
> par(mar=c(0,0,0,0))
> plot(wrld_simpl, xlim=c(-10,50),
+ ylim=c(-40,35), bg='azure2', col='khaki',
+ border='black')
> # Brushing of Congo, Nigeria, Madagaskar
> plot(wrld_simpl[c(28,153,108),], col=c('white','green','blue'),
+ add=T)
> library(plotrix)
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Christian
Islam
Other

Рис. 3.13: Карта Африки з розподiлом релiгiй

> # Nigeria
> floating.pie(7,9,c(58,41,1),col=c("red","yellow","magenta"),radius=2.5)
> # Congo
> floating.pie(22,-4,c(79.8,11.3,8.9),col=c("red","yellow","magenta"),radius=2.5)
> # Madagaskar
> floating.pie(47,-18,c(41,7,52),col=c("red","yellow","magenta"),radius=2.5)
> legend("bottomleft",
+ legend=c("Christian","Islam","Other"),fill=c("red","yellow","magenta"))

Спочатку рисуємо карту Африки як у попередньому прикладi, потiм роз-
фарбоувуємо три краiни i рисуємо круговi дiаграми. Остання виконана
функцiя — legend() створює легенду (пояснення) до карти. Перший па-
раметр "bottomleft" визначає положення легенди у лiвому нижньому
кутку карти. Параметр legend це вектор символьних рядочкiв, кожен з
яких вiдповiдає одному рядочку легенди. Параметр fill задає кольори,
якi будуть пояснюватись легендою.

Карти країн, що мiстяться у наборi wrld_simpl є досить грубими,
вони не мiстять адмiнiстративного подiлу. Тому для того, щоб вiдобра-
жати статистику по регiонах якої-небудь країни, потрiбнi бiльш детальнi
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карти. Користування такими картами надає пакет raster. (Не забудьте
його завантажити). У цьому пакетi є функцiя getData(), яка завантажує
з iнтернету карти рiзних країн за їх кодами ISO. Отримати перелiк всiх
країн з їх кодами можна, викликавши

getData('ISO3')
Наприклад, код України — UKR. Для завантаження карти викликаємо

getData():

library(raster)
ukraine <- getData('GADM', country='UKR', level=1)

Параметр 'GADM' показує, що карта буде завантажена з бази даних про
адмiнiстративнi кордони (є iще бази клiматичних та топографiчних карт).
Параметр country='UKR' вказує, що буде завантажуватись карта Украї-
ни. Параметр level визначає деталiзацiю карти. Значенню 0 вiдповi-
дає карта з лише державними кордонами, 1 — регiональнi кордони (для
України — областнi, для США — штатiв, для Польщi — воєводств), 2 вiд-
повiдає районам для України, графствам для США, повiтам для Польщi.
Можливий також 3й рiвень для iще дрiбнiших одиниць (гмiни у Польщi).

Таким чином, ми завантажили карту України з границями областей
i зберегли її у виглядi змiнної ukraine. Ця змiнна знаходиться у робочiй
областi R . Якщо робочу область не зберiгати наприкiнцi сеансу, карта
загубиться. Доцiльно зберегти її окремо у файлi для подальшого кори-
стування. це можна зробити, використовуючи функцiю save():

save(ukraine,file="c:/rem/term/ukrmap.Rdata")
— зберiгає карту у виглядi об’єкту R на диску c у каталозi term пiд

назвою ukrmap.Rdata. Назва i каталог можуть бути довiльними, розши-
рення Rdata стандартне для R , втiм, при бажаннi можна використовува-
ти i iншi розширення, але формат файлу при цьому не змiниться (тобто,
якщо вказати ukrmap.pdf, R збереже карту у такому файлi, але не у
форматi pdf, а у своєму внутрiшньому форматi).

Для того, щоб завантажити збережену карту пiд час нової сесiї роботи
з R тепер досить набрати

load(file="c:/rem/term/ukrmap.Rdata")
— пiсля цього карта стане доступною у виглядi об’єкту з назвою

ukraine. Її можна надрукувати, використовуючи plot().
Вiдображати карти окремих регiонiв тепер можна, викликаючи цю

функцiю, наприклад, так: plot(ukraine[list_reg],col=list_col), де
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list_reg — список номерiв регiонiв, якi треба вiдобразити, list_col —
список кольорiв, якими цi регiони будуть зафарбованi. Регiони у змiннiй
ukraine розташованi у алфавiтному порядку їх англiйських назв. Щоб
побачити цi назви i їх порядок можна вивести атрибут NAME_1 змiнної
ukraine, тобто ukraine$NAME_1.

Як приклад, розглянемо вiдображення густоти населення України у
рiзних областях (див. рис. 3.14).

> library(raster)

Attaching package: 'raster'

Следующие объекты скрыты от 'package:MASS':

area, select

> load(file="c:/rem/term/ukrmap.Rdata")
> dens<-read.csv(file="c:/rem/term/gustotan.csv")
> brk<-seq(30,170,20)
> int<-8-findInterval(dens[,2],brk)
> palette(gray(0:7/7))
> par(mai=c(0,0,0,0))
> par(mar=c(0,0,0,0))
> plot(ukraine,col=int)
> plot(ukraine[c(11,20),],col="red",add=T)
> legend("bottomleft",title="Population Density",
+ legend=c("150-170","130-150","110-130","90-110","70-90","50-70","30-50"),
+ fill=gray(0:7/7))

Данi по густотi населення знаходяться у файлi gustotan.csv. Перший
стовпчик таблицi даних зветься region i мiстить англiйськi назви обла-
стей (регiонiв України) в алфавiтному порядку. Другий — густоту насе-
лення (кiлькiсть чоловiк на кв.км) у даному регiонi. Цi данi коливаються
у дiапазонi вiд 32.9 у Чернiгiвськiй областi до 3442.6 у мiстi Києвi. Зро-
зумiло, що мiста Київ та Севастополь у цьому наборi даних рiзко видi-
ляються (є викидами) тому при побудовi шкали густот їх краще не вра-
ховувати. Серед областей найбiльшу густоту населення має Донецька —
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Population Density

150−170
130−150
110−130
90−110
70−90
50−70
30−50

Рис. 3.14: Густота населення України

161.3. Тому ми вибрали iнтервал вiд 30 до 170 i розбили його на пiдiнтер-
вали ширини 20. Кожному пiдiнтервалу вiдповiдає певна насиченiсть бi-
лого/сiрого/чорного кольору, яким зафарбовується область. Така палiт-
ра кольорiв створюється функцiєю grey(0:7/7) (0 вiдповiдає чорний, 1
— бiлий колiр). Функцiя palette(grey(0:7/7)) встановлює такий набiр
кольорiв як палiтру, що використовується iншими функцiями, подiбни-
ми до plot(). Щоб визначити, який номер кольору вiдповiдає густотi
населення кожної областi використовується функцiя findInterval, ко-
тра визначає, якому з iнтервалiв, заданих набором точок brk належать
густоти рiзних областей (цi густоти знаходяться у другому стовпчику
фрейму dens).

Далi ми розфарбовуємо всi регiони функцiєю plot(). Щоб видiли-
ти Київ та Севастополь (11-й i 20-й регiони), зафарбовуємо їх червоним
кольором, використовуючи plot() з параметром add=T — тобто звер-
ху попереднього рисунку. Нарештi legend() додає пояснення кольорової
шкали у лiвому нижньому кутку карти.



Роздiл 4

Описова статистика

Статистик, як правило, має справу з великими обсягами даних. Тому
часто виникає потреба описати основнi особливостi таких даних одною
або кiлькома числовими характеристиками. Технiка такого опису зветься
описовою (дескриптивною) статистикою, а самi числовi характеристики
даних — (дескриптивними) статистиками. При використаннi та аналiзi
таких статистик дослiдник намагається вивчати данi не на основi якоїсь
наперед заданої теоретичної моделi, а виходячи з структури самих даних.
У цьому роздiлi ми розглядаємо технiку дескриптивної статистики саме
з такої точки зору. Значна кiлькiсть дескриптивних статистик може ви-
користовуватись також у рамках певних теоретичних моделей, скажiмо,
як оцiнки параметрiв моделi, статистики тестiв для перевiрки гiпотез,
прогнози для очiкуваних спостережень. Такi застосування розглядають-
ся у наступних роздiлах, але iнколи, для пояснення переваг тої чи iншої
статистики ми будемо згадувати трактовку даних як “кратної вибiрки”
— набору незалежних, однаково розподiлених випадкових величин. Чи-
тачi, яким така трактовка не зовсiм зрозумiла, або здається недоречною
при застосуваннi до їх даних, можуть просто пропускати такi пояснення.

4.1 Описова статистика одновимiрних число-
вих даних

У цьому пiдроздiлi ми обговоримо основнi способи опису наборiв число-
вих статистичних даних, у яких для кожного спостереження вимiрюєть-
ся одна числова характеристика (змiнна). Наприклад, спостережувани-

71
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ми об’єктами можуть бути призовники до армiї, а змiнною, що дослiд-
жується — їх зрiст. (Властивостi цiєї характеристики важливi для тих,
хто займається забезпеченням одягом). Iнший приклад — вимiрювання
температури повiтря на вулицi, якi проводяться протягом року щодня о
певнiй годинi. Тут кожне спостереження вiдповiдає дню вимiрювання, а
змiнною, що дослiджується є температура.

У випадку зросту призовникiв порядок, в якому розташованi об’єкти
у наборi несуттєвий, вiн склався випадково i не пов’язаний з дослiджу-
ваним явищем. Перетасувавши вимiрянi значення зросту у довiльному
порядку ми не втрачаємо корисної iнформацiї. Такi набори даних прий-
нято називати вибiрками.

Для вимiрювань температури порядок суттєвий: температура на ву-
лицi залежить вiд пори року, сьогоднiшня температура залежить вiд вчо-
рашньої i т.д. Данi, для яких важливими є такi ефекти, називають часо-
вими рядами. Зрозумiло, що перетасувавши елементи часового ряду ми
втратимо iнформацiю про цi залежностi. Але iнформацiя про деякi важ-
ливi особливостi дослiджуваної температури збережеться: якщо, напри-
клад, нас цiкавить найбiльша температура протягом року, на порядок
вимiрювань можна не звертати уваги. При дослiдженнi таких особли-
востей часовi ряди (з певними застереженнями) можна розглядати як
вибiрки.

У цьому пiдроздiлi ми зосередимось на аналiзi вибiрок, тобто таких
наборiв даних, для яких порядок спостережень несуттєвий.

Надалi ми будемо позначати Xj — значення дослiджуваної змiнної у
j-тому спостереженнi, n— кiлькiсть елементiв у вибiрцi,X = (X1, . . . , Xn)
— вибiрка.

4.1.1 Статистики середнього положення
SecCentralPos

Найпростiший спосiб охарактеризувати вибiрку в цiлому одним числом
полягає в тому, щоб вказати “середнє положення”, “центр вибiрки” нав-
коло якого коливаються вибiрковi значення. Iснує багато способiв визна-
чення такого числа i, вiдповiдно, рiзнi статистики середнього положення.
Далi ми розглянемо найбiльш поширенi з них та обговоримо їх власти-
востi.

Вибiркове середне — статистика, що першою спадає на думку, коли
потрiбно визначити центр вибiрки. Для вибiрки X воно визначається за
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формулою

X̄ =
1

n

n∑
j=1

Xj.

(У статистицi вибiркове середнє стандартно позначається тiєю ж лiте-
рою, що i усереднювана змiнна з рискою над нею.)

Поширенiсть цiєї статистики пов’язана iз загальновживаним спосо-
бом мiркування на зразок: “середня врожайнiсть цього сорту картоплi
у наших умовах складає 20 тон з гектару, отже з наших трьох гектарiв
можна сподiватись приблизно 60 т. врожаю”. В основi такого прогно-
зування лежить уявлення про стабiльнiсть середнiх по великих обсягах
даних: врожай з одного куща картоплi мiняється пiд впливом багатьох
причин, але при усередненнi по гектару iндивiдуальнi особливостi, що
змiнюють врожай рiзних кущiв у рiзних напрямках, взаємно врiвнова-
жуються i отримується результат, котрий має бути приблизно однаковим
для всiх трьох гектарiв нашого поля. У теорiї ймовiрностей цей ефект на-
зивають законом великих чисел i вiн є властивiстю вибiркових середнiх
для даних, що описуються певними теоретичними моделями.

Крiм закону великих чисел у нашому мiркуваннi була використана
iще “властивiсть адитивностi” врожаю: повний врожай з усiх дiлянок
дорiвнює сумi врожаїв кожної окремої дiлянки.

Iнше просте пояснення цiєї характеристики — комунiстичне: “якщо у
всiх вiдiбрати i роздiлити порiвну, то кожен отримає вибiркове середнє”.
Це пояснення дозволяє зрозумiти, чому у деяких випадках вибiркове
середнє замiняють iншими характеристиками.

Середнє геометричне визначається для вибiрок X = (X1, . . . , Xn),
у яких значення змiнноїXj можуть бути лише додатними. Воно дорiвнює

GM(X) =

(
n∏
j=1

Xj

)1/n

. (4.1)

Прикклад 1. (Застосування геометричного середнього у фiнансовiй мате-
матицi). Нехай укладено кредитну умову на n рокiв, у якiй боржник на
початку термiну умови отримує суму S. За перший рiк кредитування на-
раховується вiдсоток p1, за другий — p2 i т.д. Нарахування вiдбувається
за схемою складних вiдсоткiв. Сплата боргу з усiма вiдсотками передба-
чається наприкiнцi термiну дiї угоди. Як визначити середнiй вiдсоток по
кредитуванню за цiєю угодою?
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Що таке середнiй вiдсоток? Це таке p̂, що, якби ми уклали угоду на
n з фiксованим вiдсотком p̂, то виплата при поверненнi боргу були б такi
самi, як i в розглянутiй угодi зi змiнними вiдсотками.

Виплата у схемi змiнних вiдсоткiв дорiвнює

Sn = S

n∏
j=1

(1 + pj/100),

а виплата з фiксованим вiдсотком p̂ —

S ′n = S(1 + p̂/100)n.

Прирiвнюючи Sn i S ′n, отримуємо

p̂ = 100

(
n∏
j=1

(1 + pj/100)

)1/n

− 100.

У цьому виразi легко побачити геометричне середнє величин Xj = (1 +
pj/100) — приростiв боргу протягом j-того року дiї угоди.�

Отже, геометричне середнє природно застосовувати там, де загальний
ефект виражається не як сума, а як добуток ефектiв окремих спостере-
жень.

Вiдмiтимо також, що логарифм геометричного середнього є вибiрко-
вим середнiм логарифмiв спостережень:

log(GM(X)) = log(X).

Можна сказати, що логарифмiчне перетворення даних переводить гео-
метричнi середнi у вибiрковi.

Середнє гармонiйне це величина, обернена до вибiркового серед-
нього обернених величин спостережень:

HM(X) =
n∑n
j=1

1
Xj

=
1

1/X
. (4.2)

Гармонiйнi середнi природно застосовувати для характеризацiї середнiх
положень змiнних, якi самi можна визначити, як вiдношення двох ха-
рактеристик одного об’єкта, якщо чисельник є менш мiнливим нiж зна-
менник.



Роздiл 4. Описова статистика 75

Прикклад 2. (Середнє гармонiйне у пiдрахунку mpg) Важливою ха-
рактеристикою економiчностi автомобiля є шлях, який вiн проходить,
витративши одиницю об’єму пального. У країнах з британською систе-
мою мiр ця величина визначається у мiлях шляху на галон пального i
позначається mpg.

Для визначення mpg даного автомобiля використовуються тестовi
поїздки по заданому маршруту. Якщо довжина маршруту у мiлях S,
а об’єм витраченого пального у галонах — V , то mpg = S/V . Для надiй-
ностi тестовi поїздки повторюють декiлька разiв по одному маршруту,
отримуючи рiзнi об’єми витраченого пального V1, V2,. . . ,Vn. Вiдповiдно,
для кожного тесту можна визначити своє значення mpgj = S/Vj. Серед-
нє значення mpg за всiма тестами природно визначити як вiдношення
загальної довжини пройденого в усiх тестах шляху до об’єму всього вит-
раченого пального:

m̂pg =

∑n
j=1 S∑n
j=1 Vj

=
n∑n

j=1 1/mpgj
= HM(mpg).

Таким чином, для усереднення mpg отриманих у серiї тестових поїздок
слiд використовувати середнє гармонiйне.

На основi схожих мiркувань рекомендується застосовувати середнє
гармонiйне для визначення середнього значення коефiцiєнту цiна/прибуток
(P/E, earnings multiple) при порiвняннi iнвестицiйної привабливостi ак-
цiонерних компанiй[3].

Забруднення i робастнiсть. При виборi статистики для характе-
ризацiї середнього положення вибiрки доцiльно враховувати можливiсть
забруднень. Забрудненою зветься вибiрка, у якiй присутнi значення, що
не пов’язанi з дослiджуваним явищем, а потрапили до неї внаслiдок по-
милки. Якщо таке неадекватне значення можна розпiзнати i вилучити з
вибiрки, його називають “грубою помилкою” (наприклад, якщо вибiрка
складається з зростiв людей, всi вiд’ємнi значення у нiй будуть грубими
помилками).

Але бувають забруднення, якi не можна однозначно розпiзнати, тому
вони впливають на значення сумарних статистик, що обчислюються за
вибiркою. Якщо дослiдник не може з теоретичних мiркувань виключити
таку можливiсть, то для загальної характеризацiї вибiрки бажано вико-
ристовувати статистики, якi не дуже сильно змiнюються при наявностi
невеликої кiлькостi забруднень. Такi статистики називають робастними
(стiйкими по вiдношенню до забруднень).
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Наприклад, вибiркове середне X̄ не є робастним: забруднення, при
якому змiнюється одне єдине значення у вибiрцi X може змiнити X̄ як
завгодно сильно, якщо змiнене значення обрати достатньо великим.

Те ж можна сказати i про середнє геометричне: збiльшуючи лише
один множник у добутку (4.1) можна зробити весь добуток, а отже i се-
реднє як завгодно великим. А от для середнього гармонiйного це невiрно.
Дiйсно, якщо у (4.2) одне спостереження, наприклад, Xn спрямувати до
нескiнченностi, то середнє гармонiйне прямуватиме до

n∑n−1
j=1 1/Xj

,

тобто до величини, яка при великих n, приблизно дорiвнює гармонiй-
ному середньому, обчисленому за даними X1, . . . , Xn−1. Тобто наявнiсть
одного великого викиду змiнює гармонiйне середнє не дуже сильно. Але
якщо спрямувати Xn до 0, то гармонiйне середнє вибiрки прямуватиме
до 0, тобто до величини, шо може як завгодно сильно вiдрiзнятись вiд
гармонiйного середнього початкової вибiрки. Отже, для гармонiйного се-
реднього небезпечними є не великi, а малi (близькi до 0) викиди.

Зрiзанi середнi. Розглянутi середнi характеристики можна зробити
стiйкими до невеликої кiлькостi забруднень, якщо застосувати технiку
зрiзання (truncation, trimming).

Переставимо елементи нашої вибiрки у порядку зростання:

X[1] ≤ X[2] ≤ · · · ≤ X[n−1] ≤ X[n].

Тут X[1] — найменше значення у вибiрцi, X[2] — наступне за величиною,
i т.д. аж до X[n] — найбiльшого значення. X[j] називають j-тою поряд-
ковою статистикою вибiрки X, а послiдовнiсть порядкових статистик
— варiацiйним рядом.

Для того, щоб знайти зрiзане середнє вибiрки з рiвнем зрiзання α,
потрiбно вiдкинути dnα/2e найбiльших та dnα/2e найменших порядкових
статистик i усереднити те, що залишилось:

TMα(X) =
1

n− 2dnα/2e

n−dnα/2e∑
j=dnα/2e+1

X[j]. (4.3)

Аналогiчно можна використовувати зрiзане геометричне або гармонiйне
середнє.
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Чим бiльшою вибрати частку вiдкинутих порядкових статистик, тим
бiльш стiйким до забрудення буде зрiзане середнє. Граничний випадок
досягається, коли вiдкидають всi спосереження крiм того одного або
двох, що знаходяться посерединi варiацiйного ряду. В результатi отри-
муємо характеристику середнього положення, яка зветься вибiрковою
медiаною.

Вибiркова медiана це статистика, що обчислюється за формулою

med(X) =

{
X[(n+1)/2], якщо n непарне,
1
2
(X[n/2] +X[n/2+1]), якщо n непарне.

(4.4)

Коротко можна сказати, що медiана — це середина варiацiйного ряду:
лiворуч вiд медiани знаходиться стiльки ж значень, скiльки i праворуч.

Медiана — найбiльш робастна характеристика середнього положення
у вибiрцi. Цим, значною мiрою, пояснюється її популярнiсть у багатьох
застосуваннях.

Можна сказати, що порядковi статистики, якi розташованi поблизу
середини варiацiйного ряду є найбiльш робастними. I навпаки — най-
бiльш чутливими до забруднень є “екстремальнi” порядковi статистики
X[1] = min(X1, . . . , Xn) та X[n] = max(X1, . . . , Xn). Iнтервал [X[1], X[n]]
називають дiапазоном вибiрки, а величину

MR(X) =
X[1] +X[n]

2

— серединою дiапазону (midrange). MR(X) також є характеристикою
середнього положення у вибiрцi, хоча i зовсiм не робастною. Скажiмо,
якщо у вибiрцi є одне забруднення, воно може помiтно змiнити вибiркове
середнє. Але при зростаннi обсягу вибiрки вплив цього забруднення буде
зменшуватись. Для середини дiапазону це не так: одне значення забруд-
нення, яке є бiльшим нiж всi спостережуванi значення дослiджуваної
змiнної, залишиться X[n], скiльки б нових спостережень ми нi зробили.
Отже, використовувати середину дiапазону для характеризацiї середньо-
го положення слiд дуже обережно.

Однак, у тих випадках, коли забруднень немає, середина дiапазону
може виявитись значно бiльш точною оцiнкою теоретичного середнього
положення (скажiмо, для математичного сподiвання рiвномiрного роз-
подiлу за кратною вибiркою) нiж вибiркове середнє.



Роздiл 4. Описова статистика 78

4.1.2 Статистики розкиду

Щоб одним числом показати, як далеко вибiрковi значення можуть вiд-
хилятись вiд середнього положення, використовують статистики розки-
ду.

Найбiльш популярною такою статистикою є вибiркова дисперсiя
(sample variance). Вона визначається як середнє квадратiв вiдхилень спо-
стережень вiд вибiркового середнього:

S2(X) =
1

n

n∑
j=1

(Xj − X̄)2. (4.5)

Часто використовується виправлена вибiркова дисперсiя, яка вiдрiз-
няється вiд звичайної лише нормуючим множником1 (n− 1)/n:

S2
0(X) =

1

n− 1

n∑
j=1

(Xj − X̄)2.

Використання виправленої вибiркової дисперсiї пов’язане з тим, що во-
на є незмiщеною оцiнкою для теоретичної дисперсiї по кратнiй вибiрцi.
У багатьох пiдручниках та комп’ютерних програмах S2

0(X) називають
просто вибiрковою дисперсiєю, а S2(X) — популяцiйною дисперсiєю, або
дисперсiєю генеральної сукупностi. Вибiркову дисперсiю iнколи позна-
чають σ2.

Корiнь квадратний з вибiркової дисперсiї називають (вибiрковим)
серередньоквадратичним вiдхиленням (або стандартним вiдхилен-
ням):

S(X) =
√
S2(X) =

√√√√ 1

n

n∑
j=1

(Xj − X̄)2

i, аналогiчно,

S0(X) =
√
S2

0(X) =

√√√√ 1

n− 1

n∑
j=1

(Xj − X̄)2.

1Цей множник називають поправкою Бесселя.



Роздiл 4. Описова статистика 79

Вибiрковим середнiм абсолютним вiдхиленням (mean absolute
deviation або просто mean deviation) називають середнє абсолютних вiд-
хилень вибiркових значень вiд вибiркового середнього:

MAD(X) =
1

n

n∑
j=1

|Xj − X̄|.

Iнколи використовують також середнє абсолютне вiдхилення вiд медiа-
ни:

MADµ(X) =
1

n

n∑
j=1

|Xj −med(X)|.

Зрозумiло, що вибiркова дисперсiя та середнє абсолютне вiдхилення
не є робастними — одне забруднення, що лежить далеко вiд iнших спо-
стережень може змiнити цi характеристики як завгодно сильно. Тому
для забруднених вибiрок розробленi спецiальнi робастнi характеристики
розкиду, серед яких найбiльш поширений iнтерквартильний розмах.

Квартилi та iнтерквартильний розмах (quartiles and interquartile
range). Як ми знаємо, медiана розбиває варiацiйний ряд на двi части-
ни однакового розмiру. Медiани кожної з цих двох частин називають
квартилями. За тою частиною, де значення менше медiани всiєї вибiрки
визначають лiвий (перший) квартиль Q1(X), а за тiєю, у якiй значення
бiльшi медiани — правий (третiй) квартиль Q3(X). Медiану iнколи звуть
другим квартилем med(X) = Q2(X). Таким чином, квартилi розбивають
вибiрку на чотири частини приблизно однакового розмiру.

Iнтерквартильний розмах це вiдстань вiд лiвого до правого квартиля:

IQ(X) = Q3(X)−Q1(X).

Шириною iнтервалу або розмахом вибiрки (range) називають

Range(X) = X[n] −X[1],

тобто вiдстань вiд найменшого до найбiльшого значення у вибiрцi. Зро-
зумiло, що це найменш стiйка до забруднень характеристика розкиду
вибiрки.

4.1.3 Групування та навантаження

Групування. Серед даних у вибiрцi можуть зустрiчатись однаковi зна-
чення. Якщо рiзних значень, якi набуває змiнна порiвняно небагато i
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бiльшiсть з них зустрiчаєтся у вибiрцi кiлька разiв, то зручно не випи-
сувати всю вибiрку, а перелiчити цi рiзнi значення i вказати їх частоти
(кiлькiсть повторень). Запис вибiрки у такому виглядi називають групу-
ванням, а саму вибiрку — групованою (grouped).

Нехай x1 < · · · < xK — всi рiзнi значення, яких може набувати дослiд-
жувана змiнна (варiанти). Абсолютна частота ni варiанти xi у вибiрцi
X = (X1, . . . , Xn) це кiлькiсть номерiв2 j = 1, . . . , n, для яких Xj = xi.

Групованi данi часто записують у виглядi таблицi
Варiанти x1 x2 . . . xK
Частоти n1 n2 . . . nK

яку називають рядом розподiлу вибiрки.
Ситуацiя “групованої вибiрки” природно виникає, наприклад, тодi,

коли дослiджувана величина є цiлочисловою по своїй сутi. Скажiмо, це
може бути кiлькiсть бракованих виробiв виявлених на контролi протягом
одного для виробництва. У iнших випадках групування виникає внаслi-
док обмеженої точностi вимiрювання дослiджуваних величин: якщо дов-
жину комах вимiрювати лiнiйкою, на якiй є лише мiлiметровi подiлки, то
результат вимiрювання у мiлiметрах буде цiлим числом, хоча справжнi
довжини можуть приймати в принципi, будь-якi додатнi значення.

Нарештi, iнколи виникає потреба3 провести “примусове групування”
(grouping або binning4), коли данi спецiально огрублюють. У цьому ви-
падку весь iнтервал [a, b] можливих значень змiнної розбивають на пiдiн-
тервали Ak = [tk−1, tk), де a = t0 < t1 < · · · < tK = b — деякi точки. (На-
приклад, при рiвномiрному розбиттi беруть tk = a+kh, де h = (b−a)/K —
ширина iнтервалу розбиття). Якщо спостережуване значення Xj потрап-
ляє у iнтервал Ak, його замiняють на значення середини цього iнтервалу
xk = (tk+tk−1)/2. Утворену огрублену вибiрку групують. Зрозумiло, що в
такiй вибiрцi nk це кiлькiсть тих спостережень, якi потрапили у iнтервал
Ak.

Статистики групованих вибiрок.
Легко бачити, що вибiркове середнє по групованiй вибiрцi можна пiд-

2Кiлькiсть об’єктiв у вибiрцi
3Наприклад, при побудовi гiстограм, або при застосуваннi тестiв типу χ2.
4iнтервали розбиття називають bins — кошики, вiдповiдно, примусово груповану

вибiрку — binned sample
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рахувати так:

X̄w =
1

n

n∑
j=1

Xj =
1

n

K∑
k=1

nkxk =
K∑
k=1

wkxk,

де wk = nk/n — ваговi коефiцiєнти (навантаження, ваги, weights).
Аналогiчно, середнє геометричне рахується за формулою

GMw(X) =

(
K∏
k=1

(xk)
nk

)1/n

=
K∏
k=1

(xk)
wk .

Дещо складнiше визначити медiану групованої вибiрки. Для цього по-
трiбно знайти таке значення k, для якого

∑
i:xi<xk

wi < 1/2 i, в той же час,∑
i:xi>xk

wi ≤ 1/2. Тодi xk буде вибiрковою медiаною групованої вибiрки.
(При такому означеннi вибiркова медiана, пiдрахована по групованiй ви-
бiрцi, може трохи вiдрiзнятись вiд медiани, пiдрахованої без групування).

Груповане середнє абсолютне вiдхилення можна рахувати як

MADw(X) =
K∑
k=1

wk|xk − X̄w|.

Групована вибiркова дисперсiя має вигляд

S2
w(X) =

K∑
k=1

wk(xk − X̄w)2.

Якщо вибiрка є природно групованою (скажiмо, змiнна приймає лише
цiлочисловi значення) то S2

w(X) це в точностi теж саме, що звичайна ви-
бiркова дисперсiя. Але, якщо данi були огрубленi примусовим групуван-
ням, то групована дисперсiя є огрубленням справжньої вибiркової. Якщо
розбиття при групуваннi було рiвномiрним, можна ввести спецiальну по-
правку, яка дозволяє бiльш точно наблизити справжню дисперсiю:

S2
corr(X) = S2

w(X)− h2

12
,

де h — ширина iнтервалу розбиття. Величина h2/12 зветься поправкою
Шеппарда (Sheppard’s correction).
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Навантаженi статистики. Навантаженi середнi вигляду X̄w =
∑

k wkXk

природно використовувати не тiльки для групованих даних. Такi суми
часто виникають i у аналiзi iнших статистичних даних.

Приклад 1. Нормою прибутку пiдприємства називають прибуток, от-
риманий ним протягом року, дiлений на обсяг капiталу, iнвестованого у
це пiдприємство. Нехай результатом спостережень n пiдприємств є роз-
мiр прибутку pj та розмiр iнвестованого капiталу cj для j-того обстеже-
ного пiдприємства (j = 1, . . . , n). Як визначити середню норму прибутку
цих пiдприємств?

Можливi два варiанти. По-перше, можна пiдрахувати норми прибут-
ку по кожному пiдприємству окремо:

rj =
pj
cj

i усереднити їх, отримавши

r̄ =
1

n

n∑
j=1

rj.

По-друге, можна знайти сумарний прибуток всiх обстежених пiдпри-
ємств одразу i роздiлити його на сумарний капiтал цих пiдприємств:

r̄w =

∑n
j=1 pj∑n
j=1 cj

=
n∑
j=1

wjrj,

де
wj =

cj∑n
i=1 ci

.

Тобто у цьому випадку ми отримали навантажене середнє з ваговими
коефiцiєнтами, пропорцiйними капiталам пiдприємств. Це i зрозумiло —
можна сподiватись, що чим бiльший капiтал пiдприємства, тим бiльшим
повинен бути його внесок у економiку, отже при пiдсумовуваннi його
варто враховувати з бiльшою вагою.

Який варiант середнього є бiльш “правильним” для цих даних? Вiд-
повiдь залежить вiд задачi, яка стоїть перед дослiдником. Якщо дослiд-
ження проводиться, наприклад, для мiнiстерства фiнансiв, яке хоче оцi-
нити можливий майбутнiй прибуток пiдприємств країни в залежностi
вiд вкладених iнвестицiй, то скорiше слiд орiєнтуватись на навантажене
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середнє. Якщо дослiдження виконується для фiскальної служби, яка має
на метi виявити пiдприємства з аномальними значеннями норми прибут-
ку, то, можливо, бiльш правильним орiєнтиром нормального пiдприєм-
ства буде просте вибiркове середнє. А можливо, для визначення серед-
нього положення норми прибутку у цьому випадку краще скористатись
вибiрковою медiаною.

Крiм цiєї та аналогiчних ситуацiй визначення середнього вiдношен-
ня двох спостережуваних величин, можливо багато iнших задач, у яких
природним буде застосування навантажених середнiх. Для повного ро-
зумiння того, чому у цих задачах навантаження набуває певної форми,
потрiбно описати вiдповiднi данi певними ймовiрнiсними моделями, якi
обговорюються пiзнiше. Тому тут ми лише побiжно згадаємо найбiльш
поширенi варiанти навантажень.

Приклад 2. Нехай проводяться вимiрювання однiєї i тiєї ж фiзичної
величини рiзними приладами. Xj — результат вимiрювання j-тим прила-
дом, j = 1, . . . , n. Точнiсть вимiрювань рiзна у рiзних приладiв. Диспер-
сiя похибки5 j-того приладу дорiвнює σ2

j . Тодi найбiльш точною оцiнкою
справжнього значення вимiрюваної величини дорiвнює

X̄σ =
1∑n

j=1 1/σ2
j

n∑
j=1

Xj

σ2
j

=
n∑
j=1

wjXj,

де

wj =
1/σ2

j∑n
i=1 1/σ2

i

.

Iнтуїтивний змiст цiєї формули зрозумiлий: чим бiльша дисперсiя похиб-
ки, тим менша точнiсть вiдповiдного вимiрювання, тому спостереження,
що мають бiльшi дисперсiї, включаються у сумарну оцiнку з меншими
коефiцiєнтами.

Приклад 3. Нехай дослiджуванi об’єкти мають рiзнi шанси потрапити
до вибiрки, причому цi шанси пов’язанi з характеристикою, що дослiд-
жується. Такi вибiрки звуться змiщеними.

Наприклад, об’єктами можуть бути риби, виловленi у ставку, а ха-
рактеристикою — довжина рибини. Чим бiльшою є рибина, тим бiльше
у неї шансiв потрапити до рибальської сiтки. Якщо метою дослiдження

5Маємо на увазi дисперсiю, вказану у паспортi приладу, яка характеризує точнiсть
вимiрювань цим приладом, визначену при його сертифiкацiї.
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є оцiнювання середньої довжини риб у ставку, то середнє довжин вилов-
лених риб буде завищеною оцiнкою цiєї характеристики. Тобто оцiнка по
змiщенiй вибiрцi є змiщеною.

Для виправлення цього змiщення використовують навантаженi серед-
нi з ваговими коефiцiєнтами, обернено пропорцiйними ймовiрностi того,
що дане спостереження потрапить до вибiрки. Такi ваговi коефiцiєнти
називають коефiцiєнтами Горвiца-Томпсона.

Крiм навантажених середнiх можуть використовуватись також iншi
навантаженi статистики, такi як навантажена медiана або навантажена
дисперсiя. Формули для цих статистик використовуються такi ж, як на-
ведено вище для групованих даних, але ваговi коефiцiєнти мають iнший
змiст.

Iнколи змiстовнi ваговi коефiцiєнти у формулах для навантажених
статистик не є нормованими, тобто їх сума не дорiвнює 1. У такому ви-
падку нормують саму статистику. Наприклад, якщо

∑n
j=1 wj 6= 1, то

навантажене вибiркове середнє слiд рахувати за формулою

X̄ =
1∑n

j=1 Xj

n∑
j=1

wjXj,

а навантажене геометричне середнє — за формулою

GM(X) =

(
n∏
j=1

(Xj)
wj

)1/
∑n
j=1 wj

.

4.1.4 Обчислення описових статистик у R

Пiдрахунок бiльшостi основних описових статистик у R реалiзовано у
виглядi функцiй однотипної структури. Для менш поширених статистик
часто можна написати простий вираз котрий їх обчислює. Зведення по
цих функцiях дано у таблицi 4.1.

У всiх цих функцiй першим елементом x є вибiрка, за якою рахується
вiдповiдна статистика. Цей параметр може бути числовим вектором або
матрицею. В обох випадках результатом виконання функцiї одне чис-
ло - значення вiдповiдної статистики пiдраховане за всiма елементами
x. Вийнятком з цього правила є функцiя var. Якщо її аргументом x є
матриця, вона пiдраховує матрицю коварiацiй для стовпчикiв x.

Наприклад:
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Статистика Позначення Функцiя
Вибiркове середнє X̄ mean(x)

Геометричне середнє GM(X) prod(x)^{(1/length(x))}
Гармонiйне середнє HM(X) 1/mean(1/x)
Зрiзане середнє TM2a(X) mean(x,trim=a)

Медiана med(X) median(x)
Виправлена вибiркова дисперсiя S2

0(X) var(x)
Середньоквадратичне вiдхилення S0(X) sd(x)
Середнє абсолютне вiдхилення MAD(X) mad(x,mean(x),1)
Середнє абсолютне вiдхилення MADµ(X) mad(x,1)

Iнтерквартильний розмах IQ(X) quantile(x,0.75)-quantile(x,0.25)

Таблица 4.1: Функцiї для пiдрахунку описових статистик

> x=cbind(1:3,4:6)
> x

[,1] [,2]
[1,] 1 4
[2,] 2 5
[3,] 3 6

> mean(x)

[1] 3.5

> sd(x)

[1] 1.870829

> var(x)

[,1] [,2]
[1,] 1 1
[2,] 1 1

У всiх розглянутих функцiй є також логiчний параметр-опцiя na.rm. Як-
що вказати na.rm=T, то перед пiдрахунком статистики з вибiрки будуть
вилучатись всi пропущенi значення (статистика рахується тiльки за не
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пропущеними). За умовчанням na.rm=F, у цьому випадку, за наявностi
пропущених значень у вибiрцi значенням функцiї теж буде NA.

Функцiя mad() має додатковий параметр center, що вказує функ-
цiю для пiдрахунку статистики середнього положення вiд якої вiдрахо-
вується середнє абсолютне вiдхилення. За умовчанням це медiана, але
задавши, наприклад, center=mean(x) отримуємо середнє абсолютне вiд-
хилення вiд медiани. Крiм того, у цiй функцiї є параметр constant— кон-
станта, на яку домножається пiдраховане середнє абсолютне вiдхилення.
За умовчанням, constant=1.4826. При використаннi такого множника
mad(x) буде консистентною оцiнкою для середньоквадратичного вiдхи-
лення вибiрки з нормальним розподiлом. Якщо потрiбне справжнє зна-
чення MAD(X), слiд задати constant=1.

У стандартнiй поставцi R немає окремих функцiй для обчислення на-
вантажених статистик. Але бiльшiсть з них неважко записати, безпосе-
редньо використовуючи формули для їх обчислення:

> x<-1:5 # вибiрка
> w<-c(2,2,2,1,1) # ваговi коефiцiєнти
> #
> sum(x*w)/sum(w) # навантажене вибiркове середнє

[1] 2.625

> (prod(x^w))^(1/sum(w)) # навантажене гармонiйне середнє

[1] 2.27597

Складнiше запрограмувати навантажену медiану. Якщо ваговi кое-
фiцiєнти приймають лише цiлi значення, це можна зробити так:

> x<-1:5 # вибiрка
> w<-c(2,2,2,1,1) # ваговi коефiцiєнти
> #
> median(rep(x,w)) # навантажена медiана

[1] 2.5

Тут функцiя rep(x,w) розмножила кожен елемент xj вибiрки x wj разiв.
Пiсля цього median() пiдрахувала медiану цiєї розмноженої вибiрки.
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Можна сказати, що ми трактували нашу вибiрку як груповану i по цiй
групованiй вибiрцi вiдновили початкову (iз повторами).

Зрозумiло, що такий спосiб пiдрахунку навантаженої медiани є ду-
же не ефективним, особливо, коли ваговi коефiцiєнти великi. У пакетi
laeken є функцiя weightedMedian() котра рахує навантажену медiану
при довiльних вагових коефiцiєнтах.

Найбiльш часто описовi статистики використовуються коли потрiб-
но порiвняти багато вибiрок однотипних даних. Якщо цi вибiрки зiбранi
у матрицю, то виникає потреба пiдраховувати статистики окремо для
кожного стовпчика (або рядочка) матрицi. Це можна зробити, викори-
стовуючи функцiю apply() так, як описано у пiдроздiлi 2.1.5.

Наприклад, змiнна fmg мiстить значення концентрацiй формальдегi-
ду (мг на м3) у атмосферному повiтрi вимiрянi на Бесарабськiй пло-
щi мiста Києва у рiзнi години доби (о першiй, сьомiй, тринадцятiй i
дев’ятнадцятiй годинах) за перiод з 15 по 21 жовтня 2015 року (данi
з сайту ЦГО України http://www.cgo.kiev.ua/). Рядок матрицi вiдпо-
вiдає однiй добi спостережень, стовпчик — певнiй годинi доби. Нас може
цiкавити наскiльки мiняються концентрацiї протягом доби i наскiльки
вони мiняються при вимiрюваннi у певний час у рiзнi днi спостережень.
Вибравши на роль характеристики розкиду середньоквадратичне вiдхи-
лення, пiдрахуємо його по кожному рядку i кожному стовпчику:

> # Концентрацiї формальдегiду по днях
> d15=c(0.005,0.008,0.010,0.005)
> d16=c(0.004,0.005,0.015,0.008)
> d17=c(0.004,0.010,0.012,0.009)
> d18=c(NA,NA,NA,NA)
> d19=c(0.008,0.011,0.014,0.015)
> d20=c(0.009,0.011,0.014,0.007)
> d21=c(0.007,0.009,NA,NA)
> # Створюємо матрицю концентрацiй:
> fm=rbind(d15,d16,d17,d18,d19,d20,d21)
> colnames(fm)<-(c("t01","t07","t13","t19"))
> apply(fm,1,sd,na.rm=T)

d15 d16 d17 d18 d19 d20
0.002449490 0.004966555 0.003403430 NA 0.003162278 0.002986079

d21
0.001414214
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> apply(fm,2,sd,na.rm=T)

t01 t07 t13 t19
0.002136976 0.002280351 0.002000000 0.003768289

Бачимо, що за порядком величини розкиди однаковi.
Вiдмiтимо, що у функцiї apply() як параметр fun (тобто функцiя,

яка буде застосована до рядкiв або стовпчикiв матрицi) можна викори-
стовувати не тiльки iм’я функцiї, а i опис. Наприклад, якщо за даними
fm потрiбно пiдрахувати гармонiйнi середнi по кожнiй добi спостережень,
це можна зробити так:

apply(fm,1,function(x)(prod(x)^(1/length(x))))
Часто буває також, що всi данi для аналiзу зiбранi у одному фреймi,

причому дослiджувана характеристика є одною iз змiнних цього фрейму.
Розбиття на окремi пiдвибiрки потрiбно зробити за iншими змiнними-
факторами, що характеризують приналежнiсть дослiджуваних об’єктiв
до рiзних груп. У таких ситуацiях зручно використовувати функцiю
tapply(). Вона призначена для застосування певної функцiї-статистики
окремо до кожної пiдвибiрки, заданої комбiнацiєю певних факторiв. Зна-
ченням функцiї є таблиця значень статистики для всiх можливих комбi-
нацiй факторiв.

Приклад. У фреймi даних ToothGrowth мiстяться данi про експери-
мент по впливу рiзних дiєт на швидкiсть росту зубiв у свиней. Всього у
фреймi 60 спостережень, кожне вiдповiдає однiй свинi. Змiнна len вка-
зує довжину зубiв, sup — харчову добавку, яку використовували для
внесення у рацiон свинi вiтамiну С (VC — хiмiчна аскорбiнова кислота,
OJ — помаранчовий сiк), dose — щоденна доза вiтамiну, яку отримувала
свиня iз цiєю добавкою (лише три варiанти доз: 0.5, 1 або 2 мiлiграми).
Нас цiкавить, як вiдрiзняються середнi значення та середньоквадратичнi
вiдхилення len при рiзних комбiнацiях факторiв sup i dose.

> # Таблиця вибiркових середнiх:
> tapply(ToothGrowth$len,list(ToothGrowth$supp,ToothGrowth$dose),mean)

0.5 1 2
OJ 13.23 22.70 26.06
VC 7.98 16.77 26.14

> # Таблиця середньоквадратичних вiдхилень:
> tapply(ToothGrowth$len,list(ToothGrowth$supp,ToothGrowth$dose),sd)
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0.5 1 2
OJ 4.459709 3.910953 2.655058
VC 2.746634 2.515309 4.797731



Роздiл 5

Основнi ймовiрнiснi розподiли

5.1 Загальнi поняття та схема використання
основних розподiлiв в R

У математичнiй статистицi данi прийнято розглядати як випадковi об’єкти
— випадковi величини або вектори, процеси, поля, множини. . . Cтатистичнi
характеристики даних природно описувати у термiнах ймовiрнiсних роз-
подiлiв цих об’єктiв.

Розподiл будь-якої випадкової величини ξ можна задати вказуючи
функцiю розподiлу, тобто Fξ(x) = P{ξ ≤ x}. Якщо величина ξ є абсолют-
но неперервною, тобто iснує така функцiя fξ(x), що Fξ(x) =

∫ x
−∞ fξ(t)dt

при всiх x ∈ R, то fξ, яка зветься щiльнiстю розподiлу, також однозначно
задає розподiл.

Якщо розподiл є дискретним, тобто iснує злiченний набiр T = {t1, t2, . . . , } ∈
R, такий, що P{ξ ∈ T} = 1, то функцiю fξ(x) = P{ξ = x} можна трак-
тувати як щiльнiсть розподiлу ξ вiдносно рахуючої мiри. Цю функцiю
iнколи також називають розподiлом дискретної випадкової величини.

Квантилем Qξ(α) розподiлу випадкової величини ξ рiвня α називають
найменше таке число x, для якого Fξ(x) ≥ α. Якщо iснує функцiя F−1

ξ (x)

обернена до функцiї розподiлу, то Qξ(α) = F−1
ξ (α).

Для опису розподiлу даних та функцiй вiд них (статистик) часто
використовуються параметричнi моделi, у яких функцiя розподiлу вва-
жається вiдомою з точнiстю до деяких параметрiв. У R для ряду най-
бiльш поширених параметричних моделей реалiзованi функцiї, що об-
числюють функцiю розподiлу, щiльнiсть, квантилi для заданого розподi-

90
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Розподiл Iм’я Параметри
бета beta shape1, shape2
бiномiальний binom size, prob
гамма gamma shape, rate
геометричний geom prob
гiпергеометричний hyper m, n, k
експоненцiйний exp rate
Кошi cauchy location, scale
логiстичний logis location scale
логнормальний lnorm meanlog, sdlog
негативний бiномiальний nbinom size, prob
нормальний norm mean, sd
Пуассона pois lambda
рiвномiрний unif min, max
Вейбула weibull shape, scale
Вiлкоксона wilcox m,n
χ2 chisq df
F-Фiшера f df1, df2
T-Стьюдента t df

Таблица 5.1: Iмена функцiй для основних ймовiрнiсних розподiлiв

лу та генерують псевдовипадкову величину iз заданим розподiлом. Цi
функцiї органiзованi за єдиною схемою. Iм’я функцiї утворюється з iменi
розподiлу (див. табл. 5.1) та префiксу, який вказує, що обчислює дана
функцiя. Префiкси можуть бути:

p — обчислення функцiї розподiлу (probability). Наприклад, pnorm(1.96)
— функцiя стандартного нормального розподiлу у точцi 1.96;

d — обчислення щiльностi (density) розподiлу (для абсолютно непе-
рервних випадкових величин) або ймовiрностi попадання у точку (для
дискретних): dbinom(1,size=1,prob=0.5) — ймовiрнiсть того, що випад-
кова величина з бiномiальним розподiлом дорiвнює 1, якщо ймовiрнiсть
успiху 0.5, а кiлькiсть випробувань — 1.

q — обчислення квантиля (quantile) заданого рiвня: значенням функ-
цiї qnorm(c(0.025,0.975)) буде вектор квантилiв рiвня 0.025 i 0.975,
тобто (-1.959964, 1.959964).

r — генерацiя псевдовипадкових чисел iз заданим розподiлом: rnorm(100)
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генерує 100 псевдовипадкових значень, що моделюють вибiрку з неза-
лежних стандартних нормальних випадкових величин.

У функцiй з префiксами p, d i q першим параметром є вектор зна-
чень аргументiв, для яких треба обчислити вiдповiдну функцiю (ф.р.,
щiльнiсть, квантиль). У функцiй з префiксом r (псевдовипадкових гене-
раторiв) перший аргумент — розмiр вибiрки, тобто кiлькiсть генерованих
величин.

Наступнi параметри є параметрами розподiлу. Вони рiзнi для рiз-
них розподiлiв (див. третiй стовпчик таблицi 5.1) але однаковi для всiх
функцiй, пов’язаних з даним розподiлом. Наприклад, для нормального
розподiлу, параметри mean та sd вказують математичне сподiвання та
стандартне вiдхилення (корiнь квадратний з дисперсiї).

У всiх функцiй з префiксом p i q є логiчний параметр-опцiя lower.tail.
Його значення за умовчанням — FALSE. Якщо задати lower.tail=T то
p-функцiя буде замiсть функцiї розподiлу обчислювати функцiю вижи-
вання P{ξ > x} = 1 − Fξ(x), а q-функцiя — верхнiй квантиль, тобто
Qξ(1− α).

Якщо у функцiї p задати опцiю log.p=T, то вони будуть обчислювати
логарифм ф.р.:

> pnorm(-1.96,log.p=T)

[1] -3.688964

> log(pnorm(-1.96))

[1] -3.688964

(Насправдi pnorm(-1.96,log.p=T) не обчислює спочатку ф.р., а потiм
її логарифм, а одразу шукає цей логарифм за спецiальним алгоритмом
наближеного обчислення. Тому цей варiант працює швидше i дає точнi-
ший результат нiж log(pnorm(-1.96)), хоча для бiльшостi застосувань
рiзниця практично непомiтна).

5.2 Генерацiя псевдовипадкових послiдовно-
стей

SecGenRand

У статистицi часто виникає потреба отримати послiдовнiсть чисел, якi
описуються певною ймовiрнiсною моделлю. У простiшому випадку це
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може бути послiдовнiсть незалежних, однаково розподiлених випадко-
вих величин. З точки зору класичної теорiї ймовiрностей, випадковiсть
є властивiстю не конкретної числової послiдовностi, а способу, у який ця
послiдовнiсть була отримана. Наприклад, у сучаснiй фiзицi вважається,
що спонтанний розпад атомних ядер вiдбувається випадково, незалеж-
но у рiзних ядрах зi сталою ймовiрнiстю. Тому, якщо у ходi вимiрювань
кiлькостi розпадiв у певному зразку речовини протягом 1 хвилини було
зафiксовано послiдовнiсть спостережень 3, 1, 4, 1, 5, 9, 2, 6 — ця послi-
довнiсть є випадковою. Ця сама послiдовнiсть, отримана комп’ютерною
програмою при обчисленнi знакiв числа π — випадковою не є.

З цiєї точки зору, всi послiдовностi чисел, якi можна згенерувати на
звичайному комп’ютерi без використання яких-небудь зовнiшнiх джерел
випадковостi, не є випадковими. Але можна розглядати алгоритми, що
генерують послiдовностi, якi iмiтують випадковiсть, тобто мають основнi
властивостi, притаманнi послiдовностям випадкових величин. Такi алго-
ритми i програми що їх реалiзують називають генераторами (датчика-
ми) псевдовипадкових чисел (pseudorandom numbers generators). Префiкс
псевдо- часто пропускають i кажуть про генерацiю випадкових чисел. Це
не є помилкою, якщо пам’ятати про iмiтацiйний характер такої випадко-
востi.

Останнiм часом набула розвитку технiка генерування квазiвипадко-
вих чисел (quasirandom numbers) — послiдовностей, що поєднують дея-
кi риси випадкових з такими особливостями, яких справжнi випадковi
послiдовностi мати не можуть в принципi. Зокрема, такi числа викори-
стовуються при наближеному iнтегруваннi багатовимiрних функцiй за
методом Монте-Карло (див. роздiл 7.7 у книжцi [5]). У данiй книжцi ця
тематика не розглядається.

Як правило, генерацiя псевдовипадкових чисел починається iз ство-
рення рiвномiрних чисел, тобто послiдовностi, яка iмiтує поведiнку по-
слiдовностi незалежних, однаково розподiлених випадкових величин з
рiвномiрним розподiлом на [0, 1]. Потiм, використовуючи тi чи iншi пе-
ретворення цiєї послiдовностi, отримують псевдовипадковi послiдовностi
iз заданим розподiлом, наприклад, нормальнi або такi, що утворюють
ланцюг Маркова iз заданими ймовiрностями переходу.

Генерацiя рiвномiрних псевдовипадкових послiдовностей має вже бiльш
нiж 70-лiтню iсторiю, тут вiдiбранi найкращi генератори, якi i реалiзо-
ванi у базовому R . Намагатись самостiйно покращити їх без глибоко-
го знання вiдповiдної теорiї та власного досвiду у цiй областi не варто.
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Але я включив у цю книжку елементарнi вiдомостi про таку генерацiю,
щоб читач мав змогу, по-перше, зрозумiти, як вiдбувається генерацiя у
стандартних програмах, а по-друге, при бажаннi створити свiй власний
генератор, якщо раптом виникне недовiра до стандартного. Цi вiдомостi
вмiщенi у п.5.2.1.

У R реалiзованi також функцiї, що дозволяють отримати послiдов-
ностi якi iмiтують кратнi вибiрки з основними ймовiрнiсними розподi-
лами, такими як нормальний, експоненцiйний, пуассонiв, тощо. Але цих
функцiй може бути недостатньо, якщо вам потрiбно згенерувати псев-
довипадкову послiдовнiсть з яким-небудь менш поширеним розподiлом,
наприклад, з розподiлом Парето. Тому розумiння загальних пiдходiв до
такої генерацiї є важливим елементом роботи статистика. З елементар-
ними вiдомостями про це можна ознайомитись у п. 5.2.2.

Коротко про те, як цi технiки генерацiї реалiзованi у R можна прочи-
тати у п.5.2.3.

5.2.1 Генератори рiвномiрних псевдовипадкових чи-
сел

SecGenUnif

Отже, рiвномiрнi псевдовипадковi числа це числовi послiдовностi, якi
вiдтворюють основнi властивостi послiдовностей незалежних однаково
розподiлених випадкових величин з рiвномiрним розподiлом на [0, 1]. Для
створення таких послiдовностей, як правило, використовують рекурсив-
ну технiку. При цьому задаються деякi значення початкових елементiв
послiдовностi x1, x2,. . .xk i функцiя f(t1, . . . , tk), що породжує наступний
елемент послiдовностi. Пiсля цього послiдовнiсть визначається як

xk+1 = f(x1, . . . , xk),

xk+2 = f(x2, . . . , xk+1),

. . .
xn = f(xn−k, . . . , xn−1),

. . .
У найпростiшому випадку k = 1, тобто кожен наступний елемент

послiдовностi визначається за попереднiм:

xn = f(xn−1).
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При виборi функцiї f у першу чергу керуються мiркуваннями простоти
ралiзацiї та швидкостi виконання. Найбiльш поширена сiм’я генераторiв
— лiнiйнi конгруентнi генератори у яких функцiя f будується з викори-
станням лiнiйної залежностi зi сталими коефiцiєнтами. Розрiзняють два
типи генераторiв: з цiлочисловою та дiйснозначною арифметикою.

У генераторi з дiйснозначною арифметикою x1 вибирають з iнтервалу
(0, 1) i послiдовнiсть породжується за правилом

xn = {{{axn−1 + c}}}, n = 2, 3, . . . ,

де {{{x}}} — дробова частина числа x. Тут a i c — фiксованi дiйснi числа.
У генераторi з цiлочисловою арифметикою спочатку будується допо-

мiжна послiдовнiсть натуральних чисел I1, I2,. . . In,. . . Початкове число
I1 вибирають з iнтервалу 1,. . . ,m − 1, послiдовнiсть формується за пра-
вилом

In = aIn−1 + c mod m, n = 2, 3, . . .

де a, c та m — натуральнi числа. Якщо c = 0 генератор називають муль-
типлiкативним. Послiдовнiсть дiйсних чисел з iнтервалу [0, 1] отримують
з In дiленням на m:

xn =
In
m
.

Число a називають множником, c — приростом а m — модулем генера-
тора.

У сучасних генераторах, як правило, використовують цiлочисловi
схеми, оскiльки правила округлення у дiйснозначнiй арифметицi вiдрiз-
няються на рiзних комп’ютерах. Тому один i той же дiйснозначний ге-
нератор може на одному комп’ютерi давати хорошу послiдовнiсть, а на
iншому — погану. Цiлочислова арифметика на всiх комп’ютерах реалi-
зована однаково (якщо органiзувати обчислення без переповнень). З цiєї
точки зору цiлочисловi генератори є бiльш надiйними.

Нехай Ij, j = 1, 2, . . . — послiдовнscnm, згенерованf лiнiйним конгру-
ентним генератором з цiлочисловою арифметикою. Зрозумiло, що як-
що, при деяких n i k, In = In−k, то для всiх i = 1, 2, . . . буде виконано
In+i = In−k+i, тобто послiдовнiсть буде циклiчно повторюватись. Най-
менше k при якому це буде виконуватись, називають перiодом (або дов-
жиною перiоду) генератора. Очевидно, що циклiчно повторювана послi-
довнiсть не може вважатись випадковою, тому генератори не доцiльно
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використовувати для породження послiдовностей з довжиною, бiльшою
нiж перiод. Отже, хороший генератор мусить мати великий перiод.

Оскiльки мiж 0 im−1 є рiвноm чисел, перiод цiлочислового лiнiйного
конгруентного генератора не може бути бiльшим нiж m. Вiдомi умови на
параметри генератора, при яких вiн має найбiльший перiод (тобто m):

Теорема 5.2.1 (Халла-Добелла) Для того, щоб цiлочисловий лiнiй-
ний конгруентний генератор мав перiод m необхiдно i достатньо, щоб
виконувались умови:

1. c i m взаємно простi.
2. Всi простi дiльники m є дiльниками a− 1.
3. Якщо m кратне 4, то a− 1 теж кратне 4.

Але вимога максимального перiоду не єдина, що визначає псевдо-
випадкову послiдовнiсть як хорошу. Дiйсно, послiдовнiсть 1, 2,. . .m має
перiодm, але на випадкову вона не схожа. Тому для оцiнки якостi генера-
тора потрiбно проводити спецiальнi “тести на випадковiсть”. Такi тести,
як правило, будують за звичайною схемою статистичних тестiв для пе-
ревiрки того, що певна послiдовнiсть даних вiдповiдає обранiй iмовiрнiс-
нiй моделi. Ми зупинимось зараз лише на двох елементарних графiчних
способах перевiрки якостi генератора псевдовипадкових чисел.

Нехай X = (ξ1, . . . , ξn) — послiдовнiсть незалежних, рiвномiрно на
[0, 1] розподiлених псевдовипадкових чисел. Емпiричною функцiєю роз-
подiлу даних X називають

F̂n(x) =
1

n

n∑
j=1

1{ξj < x}.

Зрозумiло, що F̂n(x) — це вiдносна частота iнтервалу (−∞, x) у вибiрцi.
За законом великих чисел, при великих n, F̂n(x) ≈ F (x), де F (x) —
функцiя розподiлу для рiвномiрного розподiлу на [0, 1], тобто

FU [0.1](x) = P{ξ1 < x} =


0 при x < 0

x при 0 ≤ x ≤ 1

1 при x > 1

.

Для графiчної перевiрки якостi генератора можна вiдобразити на одно-
му графiку емпiричну функцiю розподiлу згенерованої псевдовипадкової
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послiдовностi та FU [0.1](x). Якщо вони будуть близькими одна до одної
— генератор пройшов це випробування. Якщо помiтно систематичне вiд-
хилення емпiричної функцiї вiд теоретичної — генератор не адекватний.

Наступний приклад демонструє, як працює лiнiйний конгруентний
генератор з цiлочисловою арифметикою i параметрами a = 65539, c = 0,
m = 231 з початковим значенням I1 = 215 + 2. Кiлькiсть спостережень
n = 200.

Цей генератор був досить популярним у 60-70-тi роки ХХ ст. пiд на-
звою RANDU, зокрема, використовувався як стандарт на комп’ютерах
фiрми IBM.

> n<-200 # кiлькiсть чисел
> a<-65539 # RANDU параметри
> c0<-0 #
> m<-2^31 #
> I<-numeric(n) # цiлочислова послiдовнiсть
> I[1]<-2^15+2
> for(i in 2:n){
+ I[i]<-(a*I[i-1]+c0)%% m
+ }
> x<-I/m # псевдовипадковi числа
> plot(1:n,x,cex=0.3) # рисуємо дiаграму чисел
> sx<-sort(x)
> # рисуємо емпiричну функцiю розподiлу:
> plot(sx,(1:n)/n,type="s",xlim=c(0,1),ylim=c(0,1))
> # графiк теоретичної функцiї розподiлу:
> abline(a=0,b=1,col="red")

Результати роботи вiдображений на рис. 5.1. Лiворуч — дiаграма, у якiй
координати точок по горизонталi вiдповiдають номеру псевдовипадко-
вого числа, а по вертикалi — його значенню. Праворуч — емпiрична
функцiя розподiлу, побудована за псевдовипадковою послiдовнiстю. Ри-
сунок лiворуч демонструє “випадкову” поведiнку послiдовностi: не по-
мiтно яких-небудь закономiрностей, що свiдчили б про не випадковiсть.
Рисунок лiворуч показує рiвномiрнiсть розподiлу — емпiрична функцiя
розподiлу коливається навколо теоретичної. При збiльшеннi довжини по-
слiдовностi вiдхилення емпiричної функцiї вiд теоретичної стають все
менш помiтними.

Можна вважати, що цей тест генератор RANDU пройшов.
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Рис. 5.1: Генератор RANDU: розкид та емпiрична функцiя розподiлу

Iще один важливий вид тестiв — графiчна перевiрка залежностi двох
або трьох сусiднiх елементiв послiдовностi на графiку пар/трiйок. Для
того, щоб побачити залежностi, будують точки на площинi з координа-
тами (xj, xj+1), j = 1, . . . , n− 1 або у тривимiрному просторi — з коорди-
натами (xj, xj+1, xj+2), j = 1, n−2. На вiдповiдних дiаграмах намагають-
ся знайти закономiрностi, що вiдрiзняють поведiнку послiдовонстi вiд
справжньої випадкової. Для лiнiйних конгруентних генераторiв такою
закономiрнiстю часто є розташування точок вздовж невеликої кiлькостi
прямих лiнiй на площинi або площин — у тривимiрному просторi. Зро-
зумiло, що така особливiсть генератора свiдчить про не випадковiсть.

Продовжуючи попереднiй приклад, цi тести можна реалiзувати так:

x1<-x[1:(n-2)]
x2<-x[2:(n-1)]
x3<-x[3:n]
library(rgl)
plot3d(x1,x2,x3) # 3D-графiка
plot(x1,x3,cex=0.3) # точки на площинi

Результати тестiв — на рис. 5.2. На двовимiрнiй дiаграмi розсiювання
не видно закономiрностей, що характеризували б послiдовнiсть як не
випадкову: точки розкиданi хаотично i заповнюють квадрат з приблизно
однаковою щiльнiстю. Отже, цей тест пройдений.
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Рис. 5.2: Дiаграми розсiювання пар та трiйок для RANDU

На тривимiрнiй картинцi теж спочатку закономiрностi не були по-
мiтнi, але пiсля повороту вдалось отримати те, що зображено на рис. 5.2
праворуч: точки розташованi на кiлькох (приблизно 15) площинах все-
рединi кубу. Зрозумiло, що така поведiнка не вiдповiдає уявленням про
незалежнi випадковi величини з рiвномiрним розподiлом, отже цей тест
генератор RANDU не пройшов. Саме тому його зараз не використовують
для генерацiї псевдовипадкових чисел.

Насправдi всi лiнйнi конгруентнi генератори дають послiдовностi, що
породжують тривимiрнi структури, подiбнi до виявлених нами у гене-
ратора RANDU. Але у хороших генераторiв кiлькiсть площин, на яких
розташовуються точки — велика i цi площини знаходяться поруч одна
вiд одної, тому такi генератори проходять цей тест.

У книжцi [5] як “мiнiмальний стандарт” рекомендовано використову-
вати генератор Парка та Мiлера з a = 75, c = 0, m = 231− 1. Цей генера-
тор проходить описанi нами тести а також бiльшiсть тестiв, якi прийнято
застосовувати до таких генераторiв. Його перiод 231 − 2 ≈ 2.1 × 109. Це
велике число, але для деяких застосувань воно може бути недостатнiм.

Iснують бiльш складнi технiки генерацiї псевдовипадкових послiдов-
ностей, що мають значно бiльшi перiоди. Наприклад, у п.7.1 книги [5]
розглядається технiка комбiнування двох лiнiйних конгруентних генера-
торiв з рiзними перiодами, яка дозволяє отримати послiдовнiсть з перiо-
дом, не меншим нiж найменше спiльне кратне комбiнованих генераторiв.
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Iще один спосiб генерацiї псевдовипадкових чисел, що набув попу-
лярностi останнiм часом — генератори Фiбоначчi iз запiзненням (lagged
Fibonacci generator), у яких для породження чергового елемента послi-
довностi використовується не один попереднiй елемент, а два, взятi з фiк-
сованим запiзненням. Наприклад, адитивний генератор Фiбоначчi має
вигляд

In = In−k + In−l mod m,

де k < l фiксованi числа (лаги). Для створення послiдовностi цим гене-
ратором потрiбно задати не один, а l початкових елементiв, пiсля чого
можна використовувати генеруючу формулу. Модуль m, як правило, ви-
бирають ступенем двiйки: m = 2b. При правильному виборi лагiв, цей
генератор дозволяє отримати перiод 2b−1(2l− 1). Прикладами “хороших”
лагiв є k = 7, l = 10 або k = 5, l = 17.

Подальшi вiдомостi про генератори рiвномiрних послiдовностей мож-
на знайти у книзi Д. Кнута [2].

5.2.2 Генерацiя псевдовипадкових чисел iз заданим
розподiлом

SecGenOther

Якщо деяким генератором створена псевдовипадкова послiдовнiсть з рiв-
номiрним розподiлом, то отримати з неї послiдовнiсть, що iмiтує неза-
лежнi випадковi величини з iншим розподiлом можна використовуючи
рiзнi перетворення. При цьому, як правило, те, що початкова послiдов-
нiсть лише iмiтує випадковiсть — iгнорується. Тобто у цьому пiдроздiлi
ми будемо трактувати початкову послiдовнiсть η1, . . . ηn, . . . як послiдов-
нiсть незалежних однаково розподiлених випадкових величин з певним
розподiлом G. Цей розподiл назвемо початковим. (Поки що ми вмiємо
генерувати лише послiдовностi з рiвномiрним розподiлом, але далi нам
iнколи буде зручно використовувати як початковий який-небудь iнший
розподiл).

Завдання полягає в тому, щоб побудувати послiдовнiсть η1,. . . ,ηn,. . . незалежних
випадкових величин iз заданим розподiлом F . Цей розподiл називають
цiльовим. Методи генерацiї таких послiдовностей розрiзняються в залеж-
ностi вiд того, в якiй формi заданий цiльовий розподiл.
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Квантильне перетворення.

Нехай задана функцiя розподiлу для цiльового розподiлу F (x) = P{η1 <
x}, причому F (x) є неперервною i строго зростаючою там, де вона не
дорiвнює 0 або 1. Розглянемо випадкову величину η = F−1(ξ), де випад-
кова величина ξ рiвномiрно розподiлена на [0,1], F−1 —функцiя, обернена
до F .

Легко бачити, що функцiя розподiлу η

Fη(x) = P{η < x} = P{F−1(ξ) < x} = P{ξ < F (x)} = F (x),

тобто η якраз i має цiльовий розподiл.
Отже, отримати випадкову послiдовнiсть з ф.р. F можна, застосував-

ши перетворення x→ F−1(x) до кожного елемента рiвномiрної початко-
вої послiдовностi ξj окремо: ηj = F−1(ξj). Оскiльки випадковi величини
початкової послiдовностi були незалежними мiж собою, незалежними бу-
дуть i отриманi ξj.

Це перетворення називають квантильним, тому що F−1(α) = QF (α)
— квантиль рiвня α для розподiлу F .

Приклад 1.Нехай потрiбно згенерувати послiдовнiсть незалежних, од-
наково розподiлених випадкових величин з експоненцiйним розподiлом.
Функцiя розподiлу — Fλ(x) = 1 − e−λx. Маємо F−1(y) = − log(1 − y)/λ.
Якщо η — рiвномiрно розподiлена на [0, 1], то i 1 − η теж. Тому з рiв-
номiрної початкової послiдовностi η1,. . . ,ηn цiльову експоненцiйну послi-
довнiсть можна отримати перетворенням

ξj = − log ηj
λ

.

У R генерацiя n експоненцiйних псевдовипадкових величин може вигля-
дати так:

> n<-100 # кiлькiсть спостережень
> lambda=0.5 # iнтенсивнiсть exp розподiлу
> a<-7^5
> c0<-0
> m<-2^31-1
> y<-numeric(n)
> y[1]<-1000
> for(i in 2:n){
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Рис. 5.3: Емпiрична функцiя розподiлу для експоненцiйного генератора
випадкових чисел

+ y[i]<-(a*y[i-1]+c0)%% m
+ }
> y<-y/m # рiвномiрна послiдовнiсть
> x<--log(y)/lambda # квантильне перетворення
> #
> # рисуємо емпiричну функцiю розподiлу:
> sx<-sort(x)
> plot(sx,(1:n)/n,type="s")
> # графiк теоретичної функцiї розподiлу:
> lines(sx,pexp(sx,rate=lambda),col="red")

Тут ми скористались генератором Парка i Мiллера для отримання рiв-
номiрної послiдовностi y а потiм застосували квантильне перетворення,
щоб отримати цiльову послiдовнiсть x. Графiк її емпiричної функцiї роз-
подiлу у порiвняннi з вiдповiдною теоретичною функцiєю — на рис. 5.3.

Метод прорiджування.

Квантильне перетворення дозволяє отримати незалежнi випадковi вели-
чини з будь-яким розподiлом. Але для цього потрiбна функцiя, що зна-
ходить квантилi цiльового розподiлу. Часто такi функцiї важко записати
у явному виглядi а чисельний пiдрахунок квантилi становить самостiйну
задачу.
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Метод прорiджування дозволяє генерувати послiдовностi iз заданим
розподiлом використовуючи для цього не квантилi, а щiльностi розподi-
лу. Пояснимо iдею цього методу.

Нехай випадкова величина η має щiльнiсть розподiлу g, а нам по-
трiбна випадкова величина з щiльнiстю f . Припустимо, що для всiх x
f(x) ≤ Cg(x) для деякого фiксованого числа 0 < C < ∞. Введемо iще
одну випадкову величину u, що має рiвномiрний розподiл на [0, 1] i є
незалежною вiд η.

Пiдрахуємо умовну ймовiрнiсть

P

{
η < x | u < f(η)

Cg(η)

}
=

P{η < x, u < f(η)
Cg(η)
}

P{u < f(η)
Cg(η)
}

.

Для чисельника маємо

P{η < x, u <
f(η)

Cg(η)
} =

∫ x

−∞

∫ f(y)/(Cg(y))

0

dtg(y)dy =
1

C

∫ x

−∞
f(y)dy.

Аналогiчно для знаменника

P{u < f(η)

Cg(η)
} =

1

C
.

Отже функцiя розподiлу для розподiлу η при умовi u < f(η)
Cg(η)

, дорiвнює

P

{
η < x | u < f(η)

Cg(η)

}
=

∫ x

−∞
f(y)dy,

тобто це як раз ф.р. цiльового розподлiу зi щiльнiстю f .
Iдея методу прорiджування полягає в тому, щоб згенерувати послi-

довнiсть пар (η1, u1), (η2, u2), . . . , де ηj мають щiльнiсть g, uj — рiвномiрнi
на [0,1] i всi в.в. незалежнi в сукупностi, а потiм вiдiбрати з елементiв
цiєї послiдовностi тi, якi задовольняють умову uj < f(ηj)/(Cg(ηj). По-
слiдовнiсть, створена вiдiбраними ηj буде мати цiльовий розподiл.

Приклад 2. Розглянемо задачу генерацiї послiдовностi з пiвнормаль-
ним розподiлом з параметром σ = 1. Нагадаємо, що це розподiл випад-
кової величини |ζ|, де ζ — стандартна гауссова випадкова величина. Його
функцiя розподiлу F (x) = P{|ζ| < x} = 2Φ(x)−1 при x > 0 i 0 при x ≤ 0.
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Щiльнiсть розподiлу —

f(x) =

{√
2
π

exp
(
−x2

2

)
при x ≥ 0,

0 при x < 0.

Щiльнiсть цiльового розподiлу записується у явному виглядi, а квантилi
— нi. Тому природно скористатись для генерацiї методом прорiджуван-
ня. Оскiльки f(x) > 0 для всiх додатних x, рiвномiрний розподiл не
пiдходить як початковий. Але можна взяти як початковi експоненцiйно
розподiленi випадковi величини з iнтенсивнiстю λ = 1. Щiльнiсть цього
розподiлу на додатнiй пiвосi — g(x) = exp(−x).

Легко бачити, що f(x) ≤ Cg(x) для C =
√

2e/π i

f(x)

Cg(x)
= exp

(
−(x− 1)2

2

)
.

Для генерацiї експоненцiйно розподiленої послiдовностi використаємо кван-
тильне перетворення, як у прикладi 1. Оформимо знаходження чергово-
го елемента псевдовипадкової послiдовностi у виглядi окремої функцiї. У
скриптi, що наведений нижче, rand() — функцiя, яка генерує одне чер-
гове рiвномiрне [0,1] число. (При цьому вiдповiдне значення цiлочислової
послiдовностi I записується у глобальну змiнну за допомогою глобаль-
ного привласнення I<<- всерединi тiла функцiї (див. п. 2.3.1). Функцiя,
що генерує пiвнормальне число зветься rhnorm.

> n<-1000 # кiлькiсть спостережень
> a<-7^5 # параметри генератора
> m<-2^31-1 # Парка i Мiлера
> I<-500 # початкове значення для генератора
> #
> # генератор рiвномiрної послiдовностi:
> rand<-function(){I<<-(a*I)%%m; I/m}
> #
> # генератор пiвнормальної послiдовностi:
> rhnorm<-function()
+ {
+ repeat{
+ u<-rand()
+ x<--log(rand()) # x - експоненцiйне
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Рис. 5.4: Емпiрична функцiя розподiлу для експоненцiйного генератора
випадкових чисел

+ if(u<exp(-0.5*(x-1)^2))return(x)
+ }
+ }
> # генеруємо пiвнормальну послiдовнiсть:
> x<-numeric(n)
> for(i in 1:n){x[i]=rhnorm()}
> # рисуємо графiк емпiричної функцiї розподiлу
> sx<-sort(x)
> plot(sx,(1:n)/n,type="s")
> # графiк теоретичної функцiї розподiлу:
> lines(sx,2*pnorm(sx)-1,col="red")
> # рисуємо гiстограму вiдносних частот:
> hist(x, density=20, breaks=20, prob=TRUE,
+ xlab="x-variable",
+ main="relative frequencies")
> # рисуємо графiк пiвнормальної щiльностi:
> curve(2*dnorm(x),
+ col="darkblue", lwd=2, add=TRUE, yaxt="n")

Результати графiчної перевiрки якостi генерацiї зображенi ра рисунку
5.4. Тут лiворуч емпiрична функцiя розподiлу порiвнюється з теоретич-
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ною, а праворуч — гiстограма вiдносних частот1 згенерованої послiдов-
ностi з щiльнiстю пiвнормального розподiлу (синя крива).

Як бачимо, щiльнiсть та функцiя розподiлу пiвнормального розподiлу
добре вiдтворюються нашим генератором.

5.2.3 Випадковi числа в R
SecGenR

У базовому R реалiзованi генератори псевдовипадкових послiдовностей з
основними ймовiрнiсними розподiлами, вказаними у таблицi 5.1. Назви
всiх цих функцiй починаються з лiтери r, пiсля чого йде назва розподiлу:
rnorm() генерує нормальнi послiдовностi, rexp() — експоненцiйнi i т.п.

Першим параметром всiх цих функцiй є кiлькiсть елементiв послi-
довностi. Пiсля цього параметра можна вказувати параметри розподiлу.
Наприклад,

rnorm(10) — генерує вектор з 10 псевдовипадкових стандартних нор-
мальних чисел;

rnorm(5, mean=1,sd=0.5) — вектор з 5 нормальних чисел з матема-
тичним сподiванням 1 та дисперсiєю 0.25;

rexp(1,rate=0.5) одне число з експоненцiйним розподiлом з iнтен-
сивнiстью λ = 0.5.

Генерацiя псевдовипадкових чисел у стандартних функцiях базового
R органiзована за схемою подiбною до прикладу 2 з п. 5.2.2. Використо-
вується одна цiлочислова послiдовнiсть, на основi якої будуються значен-
ня всiх псевдовипадкових чисел, якi генеруються пiд час сеансу роботи з
R . Чергове значення цiлочислової послiдовностi зберiгається у глобаль-
нiй зiмiннiй i змiнюєтся при виконаннi кожної функцiї-генератора.

Початкове значення цiлочислової послiдовностi зветься seed — зер-
нина. Ця зернина за умовчанням вибирається на початку сеансу роботи
з R за останнiми цифрами часу, який на цей момент показує годинник
комп’ютера. Таким чином, кожного разу, коли ви запускаєте R , гене-
рується нова послiдовнiсть псевдовипадкових чисел.

Це зручно, якщо ви перевiряєте статистичнi особливостi ваших алго-
ритмiв: кожна нова перевiрка вiдбувається на нових даних. Але на етапi
вiдлагоджування програми, коли вам треба пересвiдчитись, що її робота
вiдповiдає теоретичному алгоритму i виловити невiдповiдностi, така ге-
нерацiя створює незручностi. Помилка програми, яка була помiтною на

1 Про гiстограму як оцiнку щiльностi див. п.6.1.
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однiй послiдовностi, може загубитись при повторному тестуваннi. Щоб
усунути цей ефект бажано при вiдладцi кожного разу запускати програ-
му на однiй i тiй же псевдовипадковiй послiдовностi. Це можна зробити,
зафiксувавши зернину.

Вибiр зернини робить функцiя set.seed(). Як параметр цiєї функцiї
можна вказати будь-яке цiле додатне число. За цим числом буде обрана
зернина. Далi у цiй книжцi при використаннi генераторiв псевдовипад-
кових чисел зернина, як правило, фiксується. Це зроблено для того, щоб
опис результатiв у книжцi вiдповiдав тому, що видає скрипт. При само-
стiйнiй роботi з скриптами з цiєї книжки фiксувати зернину не потрiбно,
якщо ви хочете подивитись на випадковий розкид результатiв.



Роздiл 6

Методи графiчного аналiзу
одновимiрних даних

6.1 Гiстограми
sect:Histogram

Гiстограма є найбiльш популярним способом графiчного вiдображення
розподiлу числових даних. Розрiзняють гiстограми абсолютних та вiд-
носних частот.

Нехай спостерiгаються значення змiнноїX у n об’єктiв, рiвнi (X1, . . . , Xn).
Задамо деякий iнтервал [a, b], на якому розмiщенi всi спостережуванi
значення. Розiб’ємо цей iнтервал на K пiдiнтервалiв A1, . . .AK однако-
вої ширини h = (b − a)/K. Iнтервали Ai, i = 2, . . . , K визначаються як
Ai = (ti−1, ti], де ti = a+ ih, A1 = [t1, t2].

Позначимо ni =
∑n

j=1 1{Xj ∈ Ai} — кiлькiсть спостережуваних зна-
чень, що потрапили на iнтервал Ai. Величину ni звуть абсолютною ча-
стотою (absolute frequency, count) iнтервалу Ai у вибiрцi X. Величину
νi = ni/n звуть вiдносною частотою (relative frequency). 1

Гiстограма абсолютних частот будується так. На горизонтальнiй осi
вiдкладаються iнтервали Ai i над кожним iнтервалом будується стовпчик

1Зауважимо, що при нашому виборi вiдкритих злiва iнтервалiв Ai, спостереження,
яке опинилось на межi двох iнтервалiв, потрапляє до iнтервалу, що лежить лiворуч.
(Так реалiзований пiдрахунок частот для гiстограм в R ). Iнколи навпаки, задають
iнтервали розбиття, вiдкритi зправа. Iще один можливий варiант, коли спостережен-
ня, що лежить на межi двох iнтервалiв враховується у частотах обох, але з вагою 1/2.
При великiй кiлькостi спостережень без повторень цi вiдмiнностi не грають ролi, але
у деяких випадках можуть бути важливими для розумiння поведiнки гiстограми.

108
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висоти ni (див. лiву частину рис. 6.1).
У гiстограмi вiдносних частот висота стовпчика визначається як fi =

νi/h = ni/(nh). Таким чином, на рисунку гiстограма вiдносних частот
вiдрiзняється вiд гiстограми абсолютних лише масштабом по вертикалi
(див. рис. 6.1). Нормуючий множник 1/(nh) для гiстограми вiдносних
частот обраний так, щоб її можна було використовувати як оцiнку для
щiльностi розподiлу вибiрки.

Дiйсно, нехай X = (X1, . . . , Xn) — вибiрка з незалежних однаково
розподiлених випадкових величин, що мають щiльнiсть розподiлу f . За
законом великих чисел, при великому обсязi вибiрки n,

νi =
1

n

n∑
j=1

1{Xj ∈ [ti−1, ti)} ≈ P{X1 ∈ [ti−1, ti)} =

∫ ti

ti−1

f(t)dt.

Якщо x ∈ [ti−1, ti), f — гладенька функцiя i h маленьке, то
∫ ti
ti−1

f(t)dt ≈
f(x)h. Отже fi ≈ f(x), тобто функцiя

f̂(x) =



f1 якщо x ∈ A1

f2 якщо x ∈ A2

. . .

fK якщо x ∈ AK
0 якщо x ∈ [a, b]

є хорошим наближенням для f(x). Гiстограму вiдносних частот можна
розглядати як графiк цiєї функцiї, а саму f̂(x) називають гiстограмною
оцiнкою щiльностi розподiлу.

Таким чином, якщо гiстограму рисують щоб побачити щiльнiсть роз-
подiлу даних, доцiльно використовувати саме гiстограму вiдносних ча-
стот. В той же час, певнi переваги має гiстограма абсолютних частот:
по висотi її стовпчикiв одразу можна побачити скiльки спостережень
потрапило на той чи iнший iнтервал розбиття.

У R для рисування гiстограм використовується стандартна функцiя
hist(x, ...). Перелiчимо деякi параметри/опцiї цiєї функцiї:

x — набiр даних (вибiрка) за яким будується гiстограма.
breaks — параметр, що контролює вибiр точок розбиття. Якщо вiн

не заданий, то за умовчанням кiлькiсть точок розбитття обирається за
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формулою Стургеса: K = blog2 n + 1c, де n — кiлькiсть елементiв x.
Якщо breaks це одне число, його використовують як кiлькiсть iнтер-
валiв розбиття. При цьому як кiнцевi точки всього iнтервалу, на якому
будується гiстограма, беруть min(x), max(x). Якщо breaks — числовий
вектор, його розглядають як набiр точок розбиття t0 < t1 < · · · < tK .

probability — логiчна опцiя, за умовчанням — FALSE. Якщо вона
дорiвнює TRUE, будується гiстограма вiдносних частот, iнакше — абсо-
лютних.

right — логiчна, якщо вона TRUE, то iнтервали розбиття вважають-
ся замкненими з права, вiдкритими злiва.

density, angle, col, border — параметри, що контролюють штри-
ховку та колiр прямокутникiв гiстограми так само, як у функцiї rect().

main, xlab, ylab — параметри, що задають основну назву та назви
осей гiстограми.

plot — якщо цей параметр зробити FALSE, гiстограма вiдображатись
не буде. При цьому параметри гiстограми (iнтервали розбиття та висоти
стовпчикiв) розраховуються i значенням функцiї hist є об’єкт, що мi-
стить цi параметри. Його можна зберегти для подальшого використання.
(Скажiмо, для вiдображення пiзнiше на iншому рисунку).

Приклад. У файлi tips.csv знаходяться данi про чайовi, якi отриму-
вав один офiцiант ресторану у США протягом двох з половиною мiсяцiв
роботи у 1990р. Розмiр чайових отриманий за кожне обслуговування за-
писаний у змiннiй tip, змiнна sex вказує стать особи, що оплачувала
рахунок ("F—жiнка, "M— чоловiк). Щоб отримати гiстограми розмiру
чайових, виконаємо наступнi команди:

> z<-read.csv("c:/rem/rstat/data/tips.csv")
> hist(z$tip,main="Absolute frequencies",xlab="tip")
> hist(z$tip,probability=T,main="Relative frequencies",xlab="tip")

Спочатку ми прочитали данi за допомогою функцiї read.csv (тут c:/rem/rstat/data/
— каталог де знаходиться файл tips.csv на моєму комп’ютерi). Потiм
ми вивели гiстограму абсолютних частот i гiстограму вiдносних частот.

Результат виконання зображений на рис. 6.1. З цього рисунку можна
зробити висновок, що щiльнiсть розподiлу розмiру чайових є монотонно
спадною. Зсунемо початкову точку гiстограми 2 на 1/2 (рис. 6.2 лiворуч).

2origin, тобто лiвий кiнець iнтервалу, на якому побудована гiстограма
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Рис. 6.1: Гiстограми абсолютних та вiдносних частот

Тепер рисунок виглядає так, наче щiльнiсть спочатку зростає, а потiм
починає спадати.

Зменшимо ширину iнтервалу розбиття — покладемо h = 0.125 — от-
римуємо картинку на рис. 6.2 праворуч. Команди, якими це було зроб-
лено мають наступний вигляд:

> z<-read.csv("c:/rem/rstat/data/tips.csv")
> hist(z$tip,main="Origin shift",xlab="tip",breaks=(1:11)-0.5)
> hist(z$tip,main="Bin length changed",xlab="tip",breaks=(1:88)*0.125)

Якщо уважно придивитись до останнього рисунку, то можна побачи-
ти, що пiки на гiстограмi вiдповiдають цiлим розмiрам чайових (2, 3, 4, 5
доларiв) а також цiлим значенням плюс пiвдолара. Крiм того, праворуч
вiд основної маси спостережень розташованi окремi невисокi стовпчики,
що вiдповiдають аномально великим чайовим. Цi спостереження легко
пояснити з соцiально-психологiчних мiркувань: людина може залишити
“на чай” дрiбнi монети здачi, або дати грошi з свого гаманця. У другому
випадку, як правило, залишають круглу суму. Бiльшiсть людей дотри-
муються загальноприйнятого розмiру чайових, але дехто часом виявляє
аномальну щедрiсть. Таким чином, у даному випадку не можна казати
про якусь спiльну щiльнiсть розподiлу даних, що описує всi спостере-
ження. Тим не менше, гiстограма абсолютних частот дає можливiсть
вiзуально проаналiзувати такi данi i зробити певнi висновки про їх роз-
подiл.
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Рис. 6.2: Гiстограми для tip: початкова точка та ширина iнтервалу

Слiд вiдмiтити, що при зменшеннi ширини iнтервалу розбиття h, роз-
кид стовпчикiв гiстограми зростає i тодi, коли данi являють собою крат-
ну вибiрку з розподiлу, що має гладеньку щiльнiсть. Це легко зрозумiти:
вiдносна частота iнтервалу у вибiрцi наближається до ймовiрностi по-
падання у цей iнтервал лише при великiй кiлькостi спостережень. Але,
якщо iнтервал малий, то мала i ймовiрнiсть потрапити на нього, отже на
нього попаде мало спостережень i його частота буде помiтно коливатись
навколо ймовiрностi. Як це виглядає видно у наступному прикладi (рис.
6.3):

> z<-rnorm(200)
> hist(z,10)
> hist(z,50)

Лiворуч гiстограма побудована з 10-ма широкими iнтервалами, праворуч
— з 50-ма вузенькими. Як i у попередньому прикладi, звуження iнтер-
валiв привело до появи пiкiв та стовпчикiв, розмiщених окремо вiд ос-
новної маси спостережень. Але у розмiщеннi пiкiв не помiтно якої-небудь
закономiрностi, а окремi стовпчики знаходяться досить близько вiд iн-
ших. Висоти всiх стовпчикiв невеликi, тобто спостережень недостатньо
для надiйної оцiнки щiльностi на кожному iнтервалi. Тому цi ефекти при-
родно трактувати, як випадковi. У даному прикладi ми знаємо, що вони
дiйсно є випадковими, оскiльки спостереження z були створенi генера-
тором псевдовипадкових чисел зi стандартним нормальним розподiлом.
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Рис. 6.3: Гiстограми нормального розподiлу

Але у загальному випадку вiдрiзнити випадковi ефекти вiд значущих
особливостей на гiстограмi може бути непросто.

6.2 Графiчна перевiрка узгодженостi розподi-
лу. P-P та Q-Q дiаграми

Одне з найбiльш поширених застосувань гiстограми — вiзуальне визна-
чення типу розподiлу та перевiрка узгодженостi даних з цим розподiлом.
Як ми з’ясували у попередньому пiдроздiлi, гiстограма вiдносних ча-
стот є оцiнкою щiльностi розподiлу. Зобразивши таку гiстограму разом з
теоретичною щiльнiстю на одному рисунку, можна побачити, наскiльки
теоретична модель вiдповiдає реальним даним.

Наприклад, у наборi даних airquality мiстяться данi щоденних ви-
мiрювань метеорологiчної станцiї у Нью-Йорку з травня по вересень
1973р. Зокрема, змiнна airquality$Wind вказує силу вiтру у вiдповiдний
день. Ми хочемо перевiрити, чи є розподiл цiєї характеристики нормаль-
ним. Наведемо два варiанти програми вiдображення вiдповiдної гiсто-
грами та щiльностi розподiлу:

> # 1. гiстограма вiдносних частот.
> #
> g = airquality$Wind
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Рис. 6.4: Гiстограми з графiком щiльностi

> m<-mean(g)
> std<-sqrt(var(g))
> hist(g, density=20, breaks=10, prob=TRUE,
+ xlab="x-variable", ylim=c(0, 0.15),
+ main="relative frequencies")
> curve(dnorm(x, mean=m, sd=std),
+ col="darkblue", lwd=2, add=TRUE, yaxt="n")
> #
> # 2. гiстограма абсолютних частот
> #
> hi<-hist(g, density=20, breaks=10,
+ xlab="x-variable", ylim=c(0, 45),
+ main="absolute frequencies")
> curve(dnorm(x, mean=m, sd=std)*length(g)*(hi$breaks[2]-hi$breaks[1]),
+ col="darkblue", lwd=2, add=TRUE, yaxt="n")

У першому варiантi будується гiстограма вiдносних частот (параметр
prob=TRUE) i нормальна щiльнiсть, параметри якої оцiнюються вiдповiд-
но середнiм та коренем з вибiркової дисперсiї змiнної g. Результат зоб-
ражено на рис. 6.4 лiворуч. Як бачимо, посерединi гiстограми є провал
там, де мав бути пiк щiльностi. Чи можна вважати його випадковим, чи
це дiйсно вiдхилення вiд нормальностi розподiлу даних сили вiтру?

За гiстограмою вiдносних частот вирiшити це неможливо. На гiсто-
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грамi абсолютних частот можна побачити, скiльки спостережень припа-
ло на цей провал, але масштаб цiєї гiстограми не вiдповiдає масштабу
графiку щiльностi. Тому у другому варiантi (праворуч на рис. 6.4) ви-
водиться графiк щiльностi, помноженої на нормуючий множник nh, де
n — обсяг вибiрки, h — ширина пiдiнтервалу розбиття. Щоб правильно
визначити цей iнтервал, ми зберiгли значення результату функцiї hist()
у змiннiй hi. Цей результат є об’єктом класу histogram i має атрибут
hi$breaks, у якому мiстяться значення точок розбиття для побудованої
гiстограми. Рiзниця мiж сусiднiми точками якраз i дорiвнює h.

З гiстограми абсолютних частот на рис. 6.4) видно, що кiлькiсть спо-
стережень, якi припадають на iнтервал мiж двома пiками становить
близько 25, а кожному пiку вiдповiдає близько 40 спостережень. Це вели-
кi кiлькостi даних i помiтна вiдмiннiсть мiж пiками та провалом. Навряд
чи вона викликана випадковим вiдхиленням. Скорiше, така гiстограма
свiдчить про те, що розподiл даних не є нормальним.

Перевiрка розподiлу даних на основi гiстограм зручна тим, що за
формою гiстограми часто можна вгадати розподiл: гiстограму, що вiдпо-
вiдає нормальному розподiлу не зплутаєш iз гiсторгамою експоненцiйно
розподiлених даних. Але у гiстограм є i незручностi: невiрно обравши
ширину iнтервалiв розбиття або початок дiапазону гiстограми, можна
отримати невдалий результат.

Тому поруч з гiстограмами використовуються iншi технiки графiчної
перевiрки того, наскiльки розподiл даних узгоджується з певною тео-
ретичною моделлю: P-P (ймовiрнiсть проти ймовiрностi) та Q-Q (кван-
тиль проти квантиля) дiаграми. Цi дiаграми побудованi на порiвняннi
емпiричної функцiї розподiлу або емпiричних квантилiв з вiдповiдними
характеристиками теоретичної моделi. Вони не потребують задання до-
даткових параметрiв налаштування, подiбних до ширини iнтервалу роз-
биття для гiстограми. Але їх недолiком є те, що теоретичний розподiл
потрiбно визначити наперед: за формою дiаграми його вгадувати не мож-
на.

Почнемо з розгляду P-P дiаграм.
НехайX = (X1, . . . , Xn) — набiр даних. Дослiдник трактуєX як крат-

ну вибiрку i хоче перевiрити гiпотезу H0 про те, що Xj мають функцiю
розподiлу F . Якщо ця гiпотеза є вiрною, то для будь-якого x ∈ R, ем-
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пiрична функцiя розподiлу вибiрки F̂n(x) є близькою до F :

F̂n(x) =
1

n

n∑
j=1

1{Xj ≤ x} ≈ F (x)

при великих обсягах вибiрки.
Пiдставимо у F̂n(x) та F (x) вибiрковi значення Xj, j = 1, . . . , n i зоб-

разимо на рисунку точки з координатами (F (Xj), F̂n(Xj), ). Це i є P-P
дiаграма. Якщо гiпотеза H0 є вiрною. ордината та абсциса кожної точки
повиннi бути близькми одна до одної, отже точки мають вишикуватись
поблизу вiд бiсектриси першого координатного кута, як це зображено на
рис. 6.5 лiворуч. Якщо це не так, гiпотезу H0 слiд вiдхилити. Рисунок
6.5 праворуч iлюструє ситуацiю, коли для пiдгонки розподiлу даних була
обрана функцiя розподiлу з невiрною (завищеною) дисперсiєю.

Припустимо, що всi значенняXj у вибiрцi є рiзними i впорядкуємо їх у
порядку зростання, отримавши варiацiйний ряд: X[1] < X[2] < · · · < X[n].
Тодi F̂n(X[j]) = j/n, отже P-P дiаграма складається з точок (F (X[j]), j/n),
j = 1, . . . , n.

У R P-P дiаграму, наприклад, для стандартного нормального розподi-
лу, можна зобразити наступним чином:

> # Генеруємо данi для прикладу
> n<-100
> x<-rnorm(n)
> y<-rnorm(n,sd=3)
> # Рисуємо P-P для x з стандартним нормальним розподiлом
> plot(pnorm(sort(x)),(1:length(x))/length(x),asp=1,
+ ylab="Empirical P",
+ xlab="Theoretical P")
> # Виводимо бiсектрису координатного кута
> abline(0,1,col=2)
> # P-P для y з стандартним нормальним розподiлом
> plot(pnorm(sort(y)),(1:length(y))/length(y),asp=1,
+ ylab="Empirical P",
+ xlab="Theoretical P")
> abline(0,1,col=2)

(Тут у plot() опцiї xlab, ylab вказують написи при осях координат,
опцiя asp=1 забезпечує однаковий масштаб по вертикалi та горизонталi).
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Рис. 6.5: P-P дiаграми

Побудова Q-Q дiаграми аналогiчна, але по горизонталi та вертикалi
вiдкладаються вiдповiдно теоретичнi та емпiричнi квантилi. Точнiше,
роль емпiричних квантилiв вiдiграють порядковi статистики X[j], яким
вiдповiдають теоретичнi квантилi QF (pj), де pj = j/n− 1/(2n). (Значен-
ня pj вiдповiдає серединi стрибка емпiричної функцiї розподiлу F̂n(x) у
точцi x = X[j]). Таким чином, на Q-Q дiаграмi вiдображаються точки з
координатами (QF (pj), X[j]), j = 1, . . . , n. Якщо розподiл даних описуєть-
ся ф.р. F , цi точки повиннi знаходитись поблизу вiд бiсектриси першого
координатного кута.

Q-Q дiаграма має важливу перевагу над P-P дiаграмою. Її зручно
використовувати, коли теоретична функцiя розподiлу вiдома з точнiстю
до невiдомих параметрiв зсуву та масштабу. Тобто вiдомо, що F (x) =
F0((x−a)/s), де a (зсув) i s (масштаб) — невiдомi параметри. (Наприклад,
для нормального розподiлу F0 може бути ф.р. стандартного нормального
розподiлу, a — математичним сподiванням, s — середньоквадратичним
вiдхиленням). У цьому випадку QF (α) = sQF0(α)+a, отже, якщо на Q-Q
дiаграмi вiдобразити точки з координатами (QF0(pj), X[j]), вони розташу-
ються поблизу вiд прямої з рiвнянням y = sx+a. Це дозволяє перевiряти
гiпотезу про розподiл даних не оцiнюючи параметри зсуву та масщтабу.
Бiльше того, цi параметри можна оцiнити вiзуально за Q-Q дiаграмою.

Для нормального розподiлу Q-Q дiаграму у R можна побудувати, ви-
користовуючи функцiї qqnorm() та qqline():
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Рис. 6.6: Q-Q дiаграма

> x<-rnorm(200,mean=1,sd=0.5)
> qqnorm(x)
> qqline(x)

(У x створена вибiрка з нормального розподiлу з середнiм 1 та диспер-
сiєю 0.25, потiм функцiя qqnorm() будує Q-Q дiаграму у якiй по осi абс-
цис вiдкладенi квантилi стандартного нормального розподiлу, функцiя
qqline() оцiнює математичне сподiвання a та стандартне вiдхилення s
за даними i проводить на дiаграмi пряму y = sx+ a.

Результат виконання цих команд зображено на рис. 6.6 Звернiть ува-
гу, що побудована пряма не є бiсектрисою першого координатного кута,
але точки розташованi бiля неї. Так i повинно бути, оскiльки розподiл
даних є нормальним, але не стандартним нормальним.

Якщо теоретичний розподiл не є нормальним, значення квантилiв
потрiбно пiдраховувати, використовуючи вiдповiдну функцiю для даного
розподiлу. Наприклад, перевiрка того, що розподiл даних є логiстичним
може виглядати так:

> x<-rnorm(200,mean=1,sd=0.5)
> plot(qlogis(ppoints(x)),sort(x))
> abline(lm(sort(x)~qlogis(ppoints(x)))$coefficients)

У цьому прикладi данi генеруються з нормальним розподiлом, а пе-
ревiрка проводится для теоретичного логiстичного розподiлу. Функцiя
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Рис. 6.7: Q-Q дiаграма

ppoints(x) обчислює значення рiвнiв квантилiв pj, отже qlogis(ppoints(x))
одразу видає вектор теоретичних квантилiв, що вiдкладаються по гори-
зонталi. Функцiя abline() рисує пряму лiнiю, коефiцiєнти якої отриму-
ються пiдгонкою за методом найменших квадратiв (функцiя lm).

Вiдмiтимо, що за цiєю Q-Q дiаграмою помiтити вiдмiннiсть розподiлу
даних (нормального) вiд логiстичного практично неможливо.

6.3 Q-Q дiаграма з прогнозними iнтервалами
Розглядаючи Q-Q дiаграми, можна побачити, що навiть коли розподiл
даних вiдповiдає теоретичному, точки на дiаграмi вiдхиляються вiд бi-
сектриси першого координатного кута, хоча i не дуже сильно. Причому
у рiзних частинах дiаграми такi випадковi вiдхилення можуть бути рiз-
ними. Як правило, вiдхилення крайнiх точок бiльш помiтнi нiж точок
всерединi дiаграми. Тому бажано крiм бiсектриси зобразити iще iнтер-
вали, у якi з великою ймовiрнiстю можуть потрапляти точки на дiаграмi,
якщо теоретичний розподiл правильно описує данi.

Стандартнi функцiї R не надають такої можливостi. Розглянемо спо-
сiб побудови таких прогнозних iнтервалiв за допомогою iмiтацiйного мо-
делювання.

Нехай нам потрiбно побудувати iнтервал у який потраплятиме точ-
ка, що вiдповiдає j-тiй порядковiй статистицi iз заданою ймовiрнiстю
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1 − α. Iдея полягає в тому, щоб згенерувати багато (K) вибiрок з роз-
подiлом, який вiдповiдає теоретичному. Всi згенерованi вибiрки повиннi
мати один i той же обсяг n, який дорiвнює обсягу тiєї реальної вибiрки,
що дослiджується. По кожнiй такiй вибiрцi вiзьмемо j-ту порядкову ста-
тистику. Отримаємо K значень X(k) = (Xk

[j], k = 1, . . . , K) де Xk
[j] — j-та

статистика для k-тої вибiрки. За цими значеннями знайдемо емпiричнi
квантилi X−j = QX(k)

(α/2), X+
j = QX(k)

(1 − α/2). В iнтервалi (X−j , X
+
j )

буде знаходитись приблизно (1 − α)K елементiв X(k). За законом вели-
ких чисел, при великих K, ймовiрнiсть для j-тої порядкової статистики
потрапити у цей iнтервал приблизно дорiвнює 1− α.

Зрозумiло, що для побудови дiаграми разом з iнтервалами такi пiд-
рахунки потрiбно повторити для всiх j = 1, . . . , n. Модельованi вибiрки
можуть бути однi i тi ж для рiзних j.

Приклад реалiзацiї цiєї iдеї у виглядi функцiї QQplot, яка перевiряє
вiдповiднiсть до стандартного нормального розподiлу:

> QQplot<-function(x,K=1000,alpha=0.05){
+ n<-length(x)
+ normQ<-qnorm((1:n-0.5)/n)
+ sx<-sort(x)
+ W<-matrix(rnorm(K*n),nrow=n,ncol=K)
+ W<-apply(W,2,sort)
+ tops<-apply(W,1,quantile,probs=1-alpha/2)
+ bots<-apply(W,1,quantile,probs=alpha/2)
+ plot(c(normQ,normQ,normQ),c(tops,bots,sx),type="n",
+ xlab="theoretical quantiles",ylab="empirical quantiles")
+ points(normQ,sx,col=2)
+ segments(normQ,bots,normQ,tops,col=4)
+ abline(0,1,col=1)
+ }
> x<-rnorm(100)
> QQplot(x)

Результат роботи програми див. на рис. 6.8.
Розберемо роботу функцiї. Її параметри
x — вибiрка, для якої будується Q-Q дiаграма;
K — кiлькiсть псевдовипадкових вибiрок, що будуть згенерованi для

отримання прогнозних iнтервалiв (K=1000 за умовчанням);
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Рис. 6.8: Q-Q дiаграма з прогнозними iнтервалами

alpha — ймовiрнiсть, з якою точка повинна потрапляти до iнтервалу
(alpha=0.05 за умовчанням).

У тiлi функцiї спочатку пiдраховуються абсциси точок на дiаграмi
— у векторi normQ. Створюється варiацiйний ряд даних — sx. Потiм ге-
нерується матриця W, стовпчиками якої є K псевдовипадкових вибiрок з
стандартного нормального розподiлу. Команда W<-apply(W,2,sort) впо-
рядковує стовпчики W у порядку зростання. Тепер вони мiстять варiацiйнi
ряди модельованих вибiрок. Кожен (j-тий) рядочок матрицi W складаєть-
ся тепер з порядкових статистик модельованих вибiрок з iндексом j. Ми
шукаємо X−j i X+

j як вiдповiднi квантилi для j-того рядочка та вмiщує-
мо їх у вектори bots i tops для всiх j = 1, . . . , n. Далi йде виведення
рисунку. Спочатку виводиться тiльки рамка з пiдписами, пiдiгнана так,
щоб у нiй розмiстились всi елементи рисунку. Пiсля цього points() ви-
водить точки дiаграми, segments() — iнтервали, abline — бiсектрису
координатного кута.

6.4 Порiвняння розподiлiв кiлькох наборiв да-
них.

У статистицi часто виникає задача порiвняння розподiлiв рiзних наборiв
однотипних даних. Скажiмо, за даними податкової iнспекцiї можна по-
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ставити питання: чи вiдрiзняється розподiл доходiв населення у мину-
лому та у позаминулому роцi? Для порiвняння розподiлiв двох наборiв
даних можна використовувати рисунки, на яких зображено двi гiсто-
грами одразу, або Q-Q дiаграми, де по горизонталi вiдкладено квантилi
одного набору, а по вертикалi - iншого.

Наприклад, розглянемо данi про чайовi з набору tips.csv, який ми
вже використовували у пiдроздiлi 6.1. Ми хочемо перевiрити, чи вiдрiз-
няються розподiли чайових в залежностi вiд того, хто їх сплачує — чо-
ловiк, чи жiнка? Гiстограми та Q-Q дiаграми для такої перевiрки можна
вивести наступним чином:

> # читаємо данi з файлу:
> z<-read.csv("c:/rem/rstat/data/tips.csv")
> #
> # Будуємо двi гiстограми на одному рисунку
> #
> hist(z$tip[z$sex=="M"],breaks=10,probability=T,
+ angle=0,density=12,xlim=c(0,10),ylim=c(0,0.45))
> hist(z$tip[z$sex=="F"],probability=T,
+ breaks=10,angle=90,density=12, xlim=c(0,10),add=T)
> #
> # Q-Q дiаграма
> #
> qqplot(z$tip[z$sex=="F"],z$tip[z$sex=="M"],
+ xlab="females",ylab="males")
> abline(0,1)

У цiй програмi гiстограма розподiлу чайових для клiєнтiв-чоловiкiв (z$sex=="M")
виводиться першою. Її стовпчики заштрихованi вертикально. Потiм на
тому ж рисунку виводиться гiстограма для жiнок з горизонтальою штри-
ховкою. Ми обрали для порiвняння гiстограми вiдносних частот, тому,
що вибiрки мають помiтно рiзний обсгяг (чоловiки розплачувались частi-
ше нiж жiнки). Якби порiвнювались абсолютнi частоти, “жiноча” гiсто-
грама була б майже непомiтна на фонi “чоловiчої” (перевiрте).

I гiстограма, i Q-Q дiаграма свiдчать, що принципової рiзницi у роз-
подiлi чайових не помiтно для основної маси спостережень. Але для чо-
ловiкiв помiтно кiлька випадкiв з аномально великими чайовими, для
жiнок таких випадкiв немає.
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Рис. 6.9: Порiвняння двох розподiлiв

Коли стовпчики кiлькох гiстограм перекриваються, це створює незруч-
нiсть для їх вiзуального аналiзу. Бiльш зручним може бути застосування
дiаграм, на яких стовпчики розатшованi поруч (рис. 6.10). Як ми бачи-
ли у п. 3.1, такi дiаграми можна рисувати, використовуючи функцiю
barplot:

> z<-read.csv("c:/rem/rstat/data/tips.csv")
> ctip<-cut(z$tip,breaks=1:10,labels=(1:9)+0.5)
> counts<-table(z$sex,ctip)
> counts["F",]=counts["F",]/sum(counts["F",])
> counts["M",]=counts["M",]/sum(counts["M",])
> barplot(counts,beside=T,col=c("darkblue","red"))
> legend(x=16,y=0.31,c("Female","Male"),fill=c("darkblue","red"))
> #

Тут функцiя cut() використана для групування даних: отримуючи на
входi числовий вектор z$tip, вона видає вектор, елементами якого є фак-
тори, що показують, на який iнтервал розбиття потрапило вiдповiдне
значення z$tip. Функцiя table(z$sex,ctip) складає таблицю (матри-
цю) частот появ пар значень факторiв (z$sex,ctip):

> table(z$sex,ctip)

ctip
1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
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Рис. 6.10: Гiстограма через barplot

F 25 27 19 9 3 1 0 0 0
M 49 41 38 14 8 3 1 1 1

— жiнок (F), що дали чайовi в iнтервалi вiд 2 до 3 (позначений 2.5) було
25 i т.д.

Далi функцiя barplot() рисує стовпчикову дiаграму як описано у
п.3.1, а функцiя legend() виводить пояснення-легенду.

6.5 Скриньки з вусами
Гiстограми дають, взагалi кажучи, найбiльш повне уявлення про роз-
подiл одновимiрних даних. Однак, коли потрiбно порiвняти розподiли
багатьох (бiльше трьох) наборiв даних, зображення гiстограм усiх цих
наборiв на одному рисунку стає занадто складним для вiзуального сприй-
няття. Тому для забезпечення можливостi графiчного аналiзу даних по-
трiбно пожертвувати частиною iнформацiї, вiдображаючи для кожного
набору не гiстограму а лише найбiльш характернi риси розподiлу.

Цей пiдхiд приводить до дiаграми, яка англiйською мовою зветься
box-whisker plot, або просто boxplot. Українською це можна перекласти
як “скринька з вусами”.

Для одного набору одновимiрних даних скриньки з вусами будуються
за схемою, зображеною на рис.6.11. На цьому рисунку значення даних
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вiдображаються по вертикальнiй осi. Прямокутник (скриньку) рисують
вiд нижнього квартиля Q1 (тобто квантиля рiвня 1/4) до верхнього квар-
тиля Q3 (квантиля рiвня 3/4) порахованих за даними. Лiнiя, що розрiзає
прямокутник вiдповiдає медiанi med. Вусики, що стирчать зi скринь-
ки вiдмiчають дiапазон розташування даних, якi не є викидами. Тобто
верхнiй вусик вiдповiдає найбiльшому не викиду, нижнiй - найменшо-
му. Кожен кружечок поза дiапазоном вiдповiдає одному iндивiдуальному
значенню-викиду.

Для визначення того, якi спостереження слiд вiднести до викидiв є
рiзнi пiдходи, що мають евристичний характер. При найбiльш пошире-
ному, викидами вважають тi значення, що перевищують Q3 + 1.5IQ або
є меншими нiж Q1 − 1.5IQ, де IQ=Q3 −Q1 — iнтерквартильний розмах.
Iнодi видiляють iще “далекi” викиди, або екстремальнi значення, тобто тi
значення даних, якi виходять за межi iнтервалу [Q1−3IQ, Q3 +3IQ]. Як-
що цей пiдхiд використовується, то екстремальнi значення позначають
на дiаграмi хрестиками, а помiрнi викиди (тобто такi, якi не є екстре-
мальнми) — кружечками.

Множники 1.5 та 3 у цих формулах не мають якогсь науково-мате-
матичного або потаємно-мiстичного змiсту, а використовуються лише за
домовленiстю.

Iнколи у стiнках скриньки роблять трикутнi зарубки (notches), зов-
нiшнi краї яких вiдповiдають довiрчому iнтервалу для медiани розподiлу
даних з рiвнем значущостi 0.95. (На рисунку такий довiрчий iнтервал по-
значений стрiлками).

Як правило, ширина прямокутника-скриньки та вусикiв обирається
так, щоб рисунок було зручно сприймати на око, iнформацiї про данi
вона не несе. Але iнколи ширину скриньки вибирають пропорцiйно ко-
реню квадратному з кiлькостi елементiв у наборi даних, за яким вона
побудована — чим ширша скринька, тим бiльше у нiй даних.

Можливе також горизонтальне розташування скриньки з вусами. Одна
скринька для єдиного набору даних несе небагато iнформацiї. Але розмi-
стивши декiлька таких скриньок паралельно для рiзних наборiв, можна
одразу помiтити характернi вiдмiнностi розподiлiв даних у рiзних набо-
рах.

Для рисування кiлькох скриньок з вусами у R можна використову-
вати функцiю boxplot. Першим (основним) параметром цiєї функцiї є
список наборiв (векторiв) даних, для яких будуються скриньки з вуса-
ми. Наприклад:
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Рис. 6.11: Скринька з вусами

> set.seed(20)
> a<-rexp(200)
> b<-rnorm(100,2,1)
> c<-rchisq(40,5)
> x<-list(a,b,c)
> boxplot(x,notch=T,varwidth=T,names=c("exp","norm","chisq"))

Тут ми згенерували3 три вибiрки з рiзними розподiлами: експоненцiй-
ним, нормальним та хi-квадрат, склали їх в один список i вiдобразили за
допомогою boxplot.

На рисунку 6.12 можна помiтити симетрiю нормальної вибiрки, аси-
метрiю експоненцiйної. Хi-квадрат розподiл є асиметричним, але на ри-
сунку ця асиметрiя виражена не сильно. Викиди не вiдмiченi у нормаль-
нiй вибiрцi, два викиди — у хi-квадрат. Сiм “викидiв” зафiксовано у екс-
поненцiйнiй вибiрцi, але за їх розташуванням можна скорiше твердити,
що бiльшiсть з них не далеко вiдiйшли вiд основної маси спостережень,

3функцiя set.seed() встановлює стартове значення (зернину) для генерацiї псев-
довипадкових послiдовностей. Таким чином, при кожному запуску цiєї програми вона
буде генерувати однi i тi ж числа та вiдповiднi рисунки.
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Рис. 6.12: Порiвняння трьох розподiлiв

тобто трактування їх як викидiв є питанням смаку.
Ми скористались опцiєю notch=T для того, щоб вiдобразити довiрчi

iнтервали для медiан у виглядi зарубок на скриньках. За цими iнтер-
валами можна зробити попереднiй висновок, що медiани теоретичних
розподiлiв вибiрок не слiд вважати однаковими.

Опцiя varwidth=T вказує, що ширину скриньок слiд обирати пропор-
цiйно до кореня з обсягу вибiрки — тому скринька для exp вийшла по-
мiтно ширшою нiж iншi.

Опцiя names задає iмена, що будуть пiдписанi пiд скриньками. Анало-
гiчно можна використовувати опцiю colщоб задавати кольори скриньок.

У комп’ютернiй статистицi часто виникають задачi аналiзу даних, що
записанi у єдиному фреймi, причому одна змiнна мiстить певну числову
характеристику (вiдгук) об’єктiв, що дослiджуються, а iнша (фактор)
— клас, до якого належить даний об’єкт. При цьому питання полягає в
тому, щоб проаналiзувати залежнiсть розподiлу вiдгука вiд фактора. У
таких випадках для опису задачi у boxplot() перший параметр можна
задати формулою вигляду

вiдгук ∼ фактор4..
Наприклад, у фреймi даних InsectSprays мiстяться данi про випро-

бування якостi рiзних видiв iнсектицидiв. Один рядочок даних вiдпо-
вiдає одному випробуванню. У кожному випробуваннi обчислювалась

4Можна вказати декiлька факторiв, наприклад: вiдгук ∼ фактор1+фактор2.
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Рис. 6.13: Порiвняння ефективностi iнсектицидiв

кiлькiсть комах, що загинули пiд дiєю iнсектициду — змiнна count. У
змiннiй spray вказується тип iнсектициду (лiтера A-F). Нас цiкавить, як
розподiл count пов’язаний з spray. Вiдповiднi скриньки задає програма

> boxplot(count ~ spray, data = InsectSprays,
+ col = "lightgray",horizontal=T)

Тут data задає фрейм даних, з якого вибирають змiннi, опцiя horizontal=T
показує, що скриньки розмiщуються горизонтально.

На рис. 6.13 бачимо, що iнсектициди C, D, E виявились значно менш
ефективними нiж iншi, iнскетицид F у деяких експериментах виявив себе
найкращим, але найкраща медiана — у В i т.д.

Вiдмiтимо, що аналогiчну дiаграму можна отримати, якщо записати
plot(count~spray,data=InsectSprays).



Роздiл 7

Оцiнювання невiдомих
параметрiв розподiлу

7.1 Оцiнки узагальненого методу моментiв
SecMomEst

Нехай спостережуванi змiннi являють собою кратну вибiркуX = (ξi, . . . , ξn),
де ξj ∈ Rd — незалежнi випадковi вектори з розподiлом

Pϑ(A) = Pξ
ϑ(A) = P{ξj ∈ A},

де ϑ ∈ Θ ∈ Rp — p-вимiрний невiдомий параметр, Θ — множина мож-
ливих значень невiдомого параметра. (ϑ можна трактувати, як набiр p
числових невiдомих параметрiв).

Для того, щоб оцiнити ϑ, задамо деяку вимiрну функцiю h : Rd → Rp,
так, щоб для всiх t ∈ Θ було скiнченним математичне сподiвання

H(t) = Et h(ξ1) =

∫
Rd

h(x)Pt(dx).

Внаслiдок закону великих чисел, при великих обсягах вибiрки n

ĥn =
1

n

n∑
j=1

h(ξj) ≈ H(ϑ).

Прирiвняємо
EqMM1 ĥn = H(t) (7.1)

129
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i виберемо на роль оцiнки ϑ таку статистику1 ϑ̂ = ϑ̂(X), при пiдстановцi
якої замiсть t рiвнiсть у (7.1) виконується майже напевно. ϑ̂n назива-
ють оцiнкою методу моментiв (моментною оцiнкою) для ϑ, з момент-
ною функцiєю h. Функцiю H(ϑ) називають (узагальненим) теоретичним
моментом (або вектором моментiв) розподiлу Pϑ, а ĥn — емпiричним
моментом вибiрки X. У випадку одновимiрних спостережень (d = 1),
при h(x) = xk, H(ϑ) = Eϑ ξ

k називають k-тим теоретичним моментом, а
ĥn = 1

n

∑n
j=1 ξ

k
j — k-тим емпiричним моментом.

Якщо рiвняння (вiдносно t)

EqMM2 H(t) = x (7.2)

має єдиний корiнь для всiх x що належать множинi можливих значень
функцiї h, то ϑ̂ = H−1(ĥ), де H−1 — функцiя, обернена до функцiї H.
(При цьому потрiбно, щоб H−1 була вимiрною функцiєю).

Якщо рiвняння (7.1) має декiлька коренiв, то оцiнка методу моментiв
визначена неоднозначно: будь-який з коренiв можна використовувати як
оцiнку.

Приклад 1. Нехай X = (ξ1, . . . , ξn) кратна вибiрка з експоненцiйного
розподiлу з невiдомою iнтенсивнiстю λ, тобто щiльнiсть розподiлу ξ

fλ(x) = λe−λx1{x > 0}.

Задача полягає в оцiнцi λ ∈ (0,∞). Виберемо на роль моментної функцiю
h(1)(x) = x. Тодi

H(λ) = Eλ h
(1)(ξ1) =

∫ ∞
0

xfλ(x)dx =
1

λ
.

Отже оцiнка методу моментiв з цiєю моментною функцiєю має вигляд

λ̂(1)
n =

1

ĥ
(1)
n

=
1

ξ̄
=

n∑n
j=1 ξj

.

Якщо обрати моментну функцiю ĥ(2)(x) = x2, отримуємо iншу оцiнку:

Eλ(ξ1)2 =
2

λ2
,

1тобто вимiрну функцiю вiд даних X.
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тому оцiнка методу моментiв має вигляд

λ̂(2)
n =

√
2

ĥ
(2)
n

.

Приклад 2. Нехай X = (ξ1, . . . , ξn) — кратна вибiрка з нормального
розподiлу з невiдомим матеметичним сподiванням µ та невiдомою дис-
персiєю σ2. Позначимо невiдомий векторний параметр ϑ = (µ, σ2)T ∈
Θ = R × (0,+∞). Позначимо також t = (m, s2)T . Виберемо на роль мо-
ментної функцiї h(x) = (x, x2)T . Тодi H(t) = (m, s2 +m2)T . Отже, оцiнка
методу моментiв знаходиться як розв’язок системи рiвнянь{

ξ̄ = m,

ξ2 = s2 +m2,

де ξ̄ = 1
n

∑n
j=1 ξj, ξ2 = 1

n

∑n
j=1(ξj)

2 — перший i другий вибiрковi моменти.
Отже ϑ̂n = (ξ̄, ξ2 − (ξ̄)2)T , тобто оцiнками для µ та σ2 є вибiркове

середнє та (не виправлена) вибiркова дисперсiя.
Легко бачити, що всi оцiнки у прикладах 1-2 є сильно констстент-

ними. Наступна теорема дає достатнi умови консистентностi моментних
оцiнок.

Теорема 7.1.1 Нехай X — кратна вибiрка, H(t) iснує для всiх t ∈ Θ,
H−1 iснує i є неперервною на множинi всiх можливих значень момент-
ної функцiї. Тодi

ϑ̂n = H−1(ĥn)→ ϑ м.н. при n→∞.

Доведення безпосередньо випливає з пiдсиленого закону великих чисел.
Метод моментiв iнколи можна узагальнити на випадок неоднаково

розподiлених спостережень.
Приклад 3. Нехай випадковi величини, що самi мають нормальний

розподiл, вимiрюються рiзними приладами, якi мають певнi похибки ви-
мiрювання. Таким чином, результати вимiрювання ξj = ηj + εj, де ηj —
справжнє значення величини, вимiряної у j-тому дослiдi, εj — похибка
вимiрювання. ηj, εj j = 1, . . . , n вважаються незалежними в сукупностi,
ηj ∼ N(µ, σ2), εj ∼ N(0, s2

j), де s2
j — вiдома дисперсiя похибки при j-тому

вимiрюваннi, µ i σ2 — невiдомi параметри, якi треба оцiнити за даними
X = (ξ1, . . . , ξn).
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Будемо вважати, що дисперсiї похибок обмеженi зверху: σ2
j < S <∞.

Легко бачити, що, хоча ξj не є однаково розподiленими випадковими
величинами, але ξ̄ = η̄ + ε̄ → µ при n → ∞ м.н., оскiльки η̄ → µ за
пiдсиленим законом великих чисел, а ε̄ ∼ N(0,

∑n
j=1 σ

2
j/n) збiгається до

0 м.н. (Це легко довести, використовуючи лему Бореля-Кантеллi).
Отже ξ̄ є незмiщеною та консистентною оцiнкою µ.
Задача. Побудуйте консистентну оцiнку σ2 у цьому прикладi.
Розглянемо тепер приклад застосування R для обчислення оцiнок

методу моментiв у випадку, коли розв’язати моментне рiвняння (7.1)
аналiтично не вдається.

Приклад 4. Нехай данi X = (ξ1, . . . , ξn) являють собою кратну вибiрку
зi зрiзаного експоненцiйного розподiлу з функцiєю розподiлу

EqMomEstF Fξ(x) = F (x;λ,C) =


0 при x < 0,
1−exp(−λx)
1−exp(−λC)

при 0 ≤ x < C,

1 при x ≥ C.

(7.3)

Вважаємо порiг зрiзання C — вiдомим, а λ > 0 — невiдомим параметром
розподiлу, який потрiбно оцiнити.

На роль моментної функцiї виберемо h(x) = x. Легко бачити, що

H(λ) = Eλ ξ1 =
C

1− exp(Cλ)
+

1

λ
.

Позначимо розв’язок рiвняння ξ̄ = H(l) (вiдносно l) через λ̂MM
n — це

i буде оцiнка методу моментiв для λ. Оскiльки розв’язати моментне рiв-
няння аналiтично не можна, для знаходження оцiнки застосуємо технiку
наближеного обчислення кореня цього рiвняння.

Наприклад, для цього можна використати функцiю nleqslv з бiблiо-
теки nleqslv. Найпростiший варiант виклику цiєї функцiї - nleqslv(x, fn),
де x — початкове наближене значення для кореня, fn — функцiя, корiнь
якої потрiбно знайти. (Тобто ми шукаємо розв’язок рiвняння fn(x)=0).
Значенням функцiї nleqslv є об’єкт, що має багато атрибутiв, зокрема
у атрибутi $x знаходиться отримане наближене значення кореня, у ат-
рибутi $fvec — значення функцiї у точцi x (якщо корiнь знайдено вiрно,
це значення має бути практично 0).

Оформимо обчислення оцiнки за даними X у виглядi функцiї:



Роздiл 7. Оцiнювання невiдомих параметрiв розподiлу 133

> library(nleqslv)
> # функцiя eqv задає рiвняння H(l)=Mx
> # trun - порiг зрiзання експоненцiйного розподiлу
> eqv<-function(l,Mx,trun){
+ trun/(1-exp(trun*l))+1/l-Mx
+ }
> # функцiя EstMM рахує оцiнку lambda за даними X
> # методом моментiв
> EstMM<-function(x,trun){
+ Mx<-mean(x)
+ nleqslv(1/Mx,eqv,Mx=Mx,trun=trun)$x
+ }

Тут ми спочатку створили функцiю eqv, коренем якої буде наша оцiнка, а
потiм — функцiю EstMM, яка рахує оцiнку. Аргументами цiєї функцiї є x—
вибiрка, по якiй будується оцiнка i trun — параметр зрiзання (вiдомий).

Функцiя EstMM спочатку знаходить вибiркове середнє i записує йо-
го як змiнну Mx, а потiм викликає функцiю nleqslv для розв’язування
моментного рiвняння. При цьому як початкове наближення для коре-
ня рiвняння вибрано 1/Mx, тобто моментну оцiнку для iнтенсивностi не
зрiзаного експоненцiйного розподiлу.

Перевiримо, чи правильно працює наша функцiя на модельованих
данних, якi мають зрiзаний експоненцiйний розподiл. Для цього потрiб-
но спочатку згенерувати данi з таким розподiлом, а потiм викликати
функцiю EstMM:

> set.seed(2)
> # Генерацiя псевдовипадкових даних
> U<-2 # порiг зрiзання
> l<-0.5 # iнтенсивнiсть
> n<-10000 # обсяг вибiрки
> # функцiя rexptr генерує одне псевдовипадкове
> # число зi зрiзаним експоненцiйним розподiлом
> # з iнтенсивнiстю lambda та порогом зрiзання trun
> rexptr<-function(lambda=1,trun=1){
+ repeat{
+ x<-rexp(1,lambda)
+ if(x<trun) break
+ }
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+ x
+ }
> # Генеруємо вектор зрiзаних експоненцiйних в.в.
> X<-rep(l,n)
> X<-sapply(X,rexptr,trun=U)
> # Рахуємо оцiнку
> EstMM(X,U)

[1] 0.5033029

Спочатку ми створили функцiю rexptr, яка генерує одне псевдовипадко-
ве число, використовуючи генератор експоненцiйного розподiлу rexp()
i зрiзаючи його результат доти, доки вiн не стане меншим нiж порiг
зрiзання. Потiм генеруємо вибiрку використовуючи sapply() i пiдрахо-
вуємо оцiнку для iнтенсивностi за цiєю вибiркою.

Справжня iнтненсивнiсть l=0.5, оцiнка — 0.5033029.
Результат виглядає задовiльним. Але, звичайно, якiсть алгоритму

оцiнювання не можна визначити лише за оцiнкою по лише однiй вибiрцi.
Вiдмiтимо, що розв’язок моментного рiвняння може бути вiд’ємним

для деяких вибiрок. Оскiльки за змiстом λ додатне, немає рацiї викори-
стовувати вiд’ємне значення як його оцiнку. У такому випадку можна
лише стверджувати, що λ настiльки мале, що його неможливо оцiнити
точно. В принципi, при λ → 0 функцiя розподiлу зрiзаного нормально-
го розподiлу перетворюється у рiвномiрну на iнтервалi [0, C]. Якщо для
реальних даних якi розглядаються модель рiвномiрного розподiлу допу-
стима, по можна вибрати як оцiнку λ величину λ̂MMtr

n = max(λ̂MM
n , 0),

вважаючи, що нульовому значенню оцiнки вiдповiдає рiвномiрний роз-
подiл.

7.2 Оцiнки методу квантилiв
SecQuantEst

Як ми бачили у роздiлi 4.1.1, такi вибiрковi моменти як вибiркове середнє
i дисперсiя є не робстними характеристиками вибiрки. Тому коли при-
пускається, що данi можуть бути забрудненi викидами, доцiльно замiсть
моментiв використовувати для оцiнювання бiльш робастнi статистики.
Такими статистиками є вибiрковi квантилi, якщо їх рiвнi не є близькими
до 0 або 1. Найбiльш робастною статистикою є вибiркова медiана, тобто
квантиль рiвня 1/2.
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Нехай X = (ξ1, . . . , ξn) — кратна вибiрка з неперервногю розподiлу Fϑ
спостереження ξj, ϑ ∈ Θ ⊆ R — невiдомий параметр. Позначимо QX(α)
— вибiркову квантиль рiвня α, QFϑ(α) — теоретичну квантиль розподiлу
Fϑ. Тодi для всiх α таких, що Fϑ(·) є строго зростаючою у деякому околi
QFϑ(α), має мiсце збiжнiсть

QX(α)→ QFϑ(α), м.н. при n→∞.

Нехай при деякому α функцiя q(t) = QFt(α) має неперервну обернену
q−1(u) на множинi можливих значень QX(α) (для всiх можливих значень
X). Покладемо ϑ̂Q = q−1(QX(α)). Тодi, якщо при справжньому значеннi
невiдомого параметра ϑ Fϑ(·) є строго зростаючою в околi QFϑ(α), то ϑ̂Q
— строго консистентна оцiнка ϑ.

Приклад 1. Нехай X = (ξ1, . . . , ξn) має експоненцiйний розподiл з
невiдомою iнтенсивнiстю λ. Тодi Fλ(x) = (1 − exp(−λx))1{x > 0}, от-
же QFλ(1/2) = log 2/λ. На роль оцiнки для λ можна обрати

λ̂med =
log 2

med(X)

Ця оцiнка є сильно консистентною i робастною. Її звуть медiанною оцiн-
кою iнтенсивностi експоненцiйного розподiлу.

Приклад 2. Нехай X = (ξ1, . . . , ξn) — кратна вибiрка з розподiлу
F ∼ N(µ, σ2), параметри µ та σ2 — невiдомi, їх потрiбно оцiнити. Оскiль-
ки щiльнiсть нормального розподiлу симетрична навколо µ, то µ є медiа-
ною цього розподiлу, отже як оцiнку для нього можна взяти вибiркову
медiану µ̂medn = med(X).

Для оцiнки σ скористаємось тим, що

QN(µ,σ2)(α) = µ+ σQN(0,1)(α).

Тому, для будь-якого α,

σ =
QF (1− α)−QF (α)

2λα
,

де λα = QN(0,1)(1 − α). Традицiйно для побудови оцiнки вибирають α =
1/2 i отримують

σ̂IQn =
QX(3/4)−QX(1/4)

2λ1/4

≈ IQ(X)

1.34898
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де IQ(X) — iнтерквартильний розмах вибiрки X. Ця оцiнка зветься iн-
терквартильною оцiнкою середньоквадратичного вiдхилення.

Оцiнки µ̂medn та σ̂IQn є сильно консистентними.
Приклад 3. Розглянемо данi спостережень нормальних випадкових

величин з нормальною похибкою, описанi у прикладi 3 роздiлу 7.1: X =
(ξ1, . . . , ξn), ξj ∼ N(µ, σ2 + σ2

j ), спостереження незалежнi.
Хоча спостереження не є однаково розподiленими, але медiани всiх

ξj — однаковi i дорiвнюють µ. Використовуючи це, при додатковiй умовi
σ2
j < S <∞ можна показати, що med(X) буде консистентною оцiнкою µ.
Ми, фактично, визначили квантильну оцiнку як розв’язок рiвняння

EqQuantEst3 QFt(α) = QX(α) (7.4)

вiдносно t. Часто функцiю QFt(α) буває неможливо записати у явному
виглядi i розв’язування цього рiвняння становить самостiйну проблему.

У таких випадках можна переписати (7.4) у еквiвалентному виглядi

EqQuantEst4 Ft(Q
X(α)) = α, (7.5)

i шукати оцiнку як розв’язок цього рiвняння вiдносно t.
Приклад 4. Розглянемо знову кратну вибiрку зi зрiзаного експоненцiй-

ного розподлiу X = (ξ1, . . . , ξn), описану у прикладi 4 з п. 7.1. Для медiа-
ни рiвняння (7.5) перетворюється на F (med(X), λ, C) = 1/2, де F (x, λ, C)
задано (7.3). Отже медiанна оцiнка для λ є коренем рiвняння (вiдносно
l):

1− exp(−lmed(X))

1− exp(−lC)
= 1/2.

У R оформити пiдрахунок таких оцiнок можна так само, як це було зроб-
лено для моментних оцiнок:

> # функцiя eqvmed медiанне рiвняння F(medi,l)=1/2
> # medi - медiана вибiрки, l - оцiнка iнтенсивностi
> eqvmed<-function(l,medi,trun){
+ (1-exp(-l*medi))/(1-exp(-l*trun))-1/2
+ }
> # функцiя EstMmed рахує оцiнку lambda за даними X
> # методом медiан
> EstMed<-function(x,trun){
+ Mx<-median(x)
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+ nleqslv(log(2)/Mx,eqvmed,medi=Mx,trun=trun)$x
+ }

На даних, згенерованих у п. 7.1, функцiя EstMed() дає значення оцiнки
0.5057097 (при справжньому λ = 1/2. Це трохи менш точно, нiж резуль-
тат моментного оцiнювання, але теж досить добре.

Ця оцiнка теж може приймати вiд’ємнi значення, як i оцiнка методу
моментiв у цiй задачi, розглянута у п. 7.1 якi також можна замiнити 0.

Вiдмiтимо, що у цьому прикладi забруднення даних дуже великими
викидами неможливе в принципi: спостереження, що знаходяться за ме-
жами iнтервалу [0, C] не можуть належати зрiзаному експоненцiйному
розподiлу. Такi спостереження, якщо вони потраплять до вибiрки, слiд
трактувати не як забруднення, а як грубi помилки — i вилучати з розгля-
ду. (Або вiдмовитись вiд моделi зрiзаного експоненцiйного розподiлу для
таких даних). Тому застосування медiанної оцiнки у цiй задачi навряд
чи можна обгрунтувати посилаючись на вимогу робастностi.

7.3 Оцiнки методу найбiльшої вiрогiдностi
SecMLEst

На вiдмiну вiд методiв моментiв i квантилiв, метод найбiльшої вiрогiдно-
стi у загальному випадку не потребує однорiдних незалежних спостере-
жень. Але при використаннi цього методу потрiбно, щоб розподiл даних
описувався оцiнюваними параметрами однозначно. Отже, нехай данi X
розглядаються як випадковий елемент деякого простору можливих зна-
чень даних X , що має розподiл PX

ϑ (A) = P{X ∈ A}, ϑ ∈ Θ ⊆ Rd —
невiдомий параметр цього розподiлу.

Припустимо, що iснує мiра µ на просторi X i сiм’я функцiй fX
ϑ (x),

fϑ : X → R, ϑ ∈ Θ, така, що

PX
ϑ (A) =

∫
A

fX
ϑ (x)µ(dx)

для всiх вимiрних пiдмножин A ∈ X та всiх ϑ ∈ Θ.
Функцiя fX

ϑ зветься щiльнiстю розподiлу X вiдносно мiри µ. Якщо
X ⊆ Rn, а мiра µ є мiрою Лебега, функцiю fX

ϑ називають сумiсною
щiльнiстю елементiв вектора X (спостережень).

Функцiєю вiрогiдностi називають випадкову функцiю вiд невiдомого
параметра, яка отримується при пiдстановцi даних замiсть аргумента у
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щiльнiсть розподiлу:
L(t) = ft(X), t ∈ Θ.

Логарифмiчна функцiя вiрогiдностi це логарифм L(t), тобто l(t) = logL(t).
Оцiнкою методу найбiльшої вiрогiдностi для параметра ϑ називають

таку статистику ϑ̂ML
n , на якiй досягається максимум функцiї вiрогiдностi:

L(ϑ̂ML
n ) = max

t∈Θ
L(t).

Зрозумiло, що оцiнка найбiльшої вiрогiдностi є також точкою максимуму
логарифмiчної функцiї вiрогiдностi.

У випадку, коли данi X = (ξ1, . . . , ξn) являють собою набiр незалеж-
них спостережень ξj, функцiя вiрогiдностi є добутком щiльностей окре-
мих спостережень:

L(t) =
n∏
j=1

f jt (ξj),

де f jϑ(x) —щiльнiсть розподiлу спостереження ξj в припущеннi, що справж-
нє значення невiдомого параметра дорiвнює ϑ.

Для кратної вибiрки f jϑ(x) = fϑ(x) не залежить вiд j.
Приклад 1. Знову розглянемо кратну вибiрку X = (ξ1, . . . , ξn) з експо-

ненцiйним розподiлом. Щiлнiсть розподiлу fλ(x) = λe−λx1{x > 0}, невi-
домий параметр λ потрiбно оцiнити. Запишемо логарифмiчну функцiю
вiрогiдностi:

l(λ) = log

(
n∏
j=1

fλ(ξj)

)
= n log(λ)− λ

n∑
j=1

ξj.

Легко бачити, що максимум цiєї функцiї по λ досягається при

λ̂MLE
n =

1

ξ̄
.

Таким чином, у цiй задачi оцiнка методу найбiльшої вiрогiдностi дорiв-
нює моментнiй оцiнцi з моментною функцiєю h(x) = x.

Приклад 2. Розглянемо кратну вибiрку X = (ξ1, . . . , ξn) з нормального
розподiлу з невiдомими математичним сподiванням µ та дисперсiєю σ2.
Щiльнiсть одного спостереження має вигляд

fµ,σ2 =
1√
2πσ

exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
.
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Логарифмiчна функцiя вiрогiдностi має вигляд

l(µ, σ2) = −n(log(2π)/2 + log σ)−
∑n

j=1(ξj − µ)2

2σ2
.

Взявши похiднi вiд цiєї функцiї по обох аргументах i прирiвнявши їх до
0, знаходимо точку максимуму, яка i буде оцiнкою методу найбiльшої
вiрогiдностi:

µ̂MLE
n = ξ̄, σ̂2 MLE

n = S2(X).

Отже, i у цьому випадку оцiнки методу найбiльшої вiрогiдностi дорiвню-
ють отриманим у п. 7.1 оцiнкам методу моментiв.

Приклад 3. Як виглядатиме оцiнка методу найбiльшої вiрогiдностi
у задачi оцiнювання математичного сподiвання та дисперсiї гауссового
розподiлу за спостереженнями з неоднорiдними похибками з прикладу 3
п. 7.1? У цьому випадку щiльнiсть розподiлу одного спостереження ξj

f jµ,σ(x) =
1√

2π(σ2 + σ2
j )

exp

(
− (x− µ)2

2(σ2 + σ2
j )

2

)
.

Логарифмiчна функцiя вiрогiдностi має вигляд l(µ, σ) =
∏n

j=1 log f jµ,σ(ξj).
Перетворюючи цей вираз отримуємо, що точки максимуму функцiї l(µ, σ)
спiвпадають з точками мiнiмуму функцiї

r(µ, σ) =
n∑
j=1

log(σ2 + σ2
j ) +

n∑
j=1

(
(ξj − µ)2

(σ2 + σ2
j )
.

)
При фiксованому σ мiнiмум цiєї функцiї по µ досягається при

µ = µ(σ) =

∑n
j=1

ξj
σ2+σ2

j∑n
j=1

1
σ2+σ2

j

.

Таким чином, для знаходження оцiнки найбiльшої вiрогiдностi парамет-
рiв µ та σ, можна спочатку знайти оцiнку σ̂MLE

n як точку мiнiмуму функ-
цiї r(µ(s), s) по s, а потiм отримати оцiнку для µ як µ̂MLE

n = µ(σ̂MLE
n ).

Реалiзуємо цю iдею в R . Мiнiмiзувати функцiю r(µ(s), s) аналiтично
не можна, тому будемо робити це наближеним методом Ньютона, вико-
ристовуючи функцiю nlm(). Виклик цiєї функцiї: nlm(f,p,...), де f —
числова функцiя векторного аргументу, яку потрiбно мiнiмiзувати, p —
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вектор початкових значень для точки мiнiмуму. Функцiя f повинна мати
першим параметром вектор, по якому iде мiнiмiзацiя, вiн повинен бути
тiєї ж довжини, що i p. Замiсть ... у виклику nlm() можна вказати зна-
чення iнших параметрiв функцiї f якщо вони потрiбнi. Значення точки
мiнiмуму функцiя nlm() повертає у атрибутi $estimate.

Оцiнку (µ, σ) можна органiзувати так:

> ll<-function(s,x,sigm)
+ {
+ ss<-s^2+sigm^2
+ mu<-sum(x/ss)/sum(1/ss)
+ sum(log(ss))+sum((x-mu)^2/ss)
+ }
> EstMLEGauss<-function(x,sigm)
+ {
+ sEst<-nlm(ll,sd(x),x=x,sigm=sigm)$estimate
+ ss<-sEst^2+sigm^2
+ muEst<-sum(x/ss)/sum(1/ss)
+ c(muEst,sEst)
+ }

Тут функцiя ll(s,x,sigm) забезпечує обчислення r(µ(s), s). Параметр
x це вибiрка, за якою проводиться оцiнювання, sigm — вектор значень
стандартних вiдхилень помилок (σ1, . . . , σn) (вiн повинен мати таку ж
довжину, як i x.

Функцiя EstMLEGauss знаходить точку мiнiмуму функцiї ll(), вико-
ристовуючи як початкове наближення стандартне вiдхилення вибiрки
(це, вочевидь, завищена оцiнка, оскiльки у неї входять дисперсiї похи-
бок).

Перевiримо роботу цiєї оцiнки на модельованих даних. Стандартнi
вiдхилення похибок σj для моделювання виберемо так, щоб вони рiв-
номiрно збiльшувались вiд 1 на початку до 3 наприкiнцi спостережень.
Оцiнюване стандартне вiдхилення виберемо рiвним σ = 0.5, математичне
сподiвання µ = 1.

> set.seed(2)
> n<-1000 # обсяг вибiрки
> mu<-1 # математичне сподiвання
> sigma0<-0.5 # стандартне вiдхилення
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Рис. 7.1: Перетворена функцiя вiрогiдностi для даних з похибками

> # стандартнi вiдхилення похибок:
> sigm<-seq(1,3,length.out = n)
> # генерацiя даних:
> x<-rnorm(n,mu,sigma0)+sigm*rnorm(n)
> res=EstMLEGauss(x,sigm) # пiдрахунок оцiнки
> res # значення оцiнок для мат.спод. та ст. вiдх.:

[1] 1.0718504 -0.4625247

> # графiк функцiї r(s):
> s<-seq(0.01,0.8,length.out=100)
> y<-sapply(s,ll,x=x,sigm=sigm)
> plot(s,y,type="l")
> abline(v=abs(res[2]),col="red")

Графiк функцiї r(s) для цього прикладу зображений на рис. 7.1. На ньо-
му червоною лiнiєю вiдмiчено знайдене нами положення точки мiнiмуму
— оцiнки σ̂MLE

n = −0.4625247.
Але ж вона вiд’ємна? Так, насправдi ми всюди при оцiнцi викори-

стовували не s, а s2, тому, якщо s, точка мiнiмуму r(s), то i −s — так
само. Тому алгоритм наближеного пошуку може знайти або додатну, або
вiд’ємну точку. Якщо потрiбне саме додатне значення, не забудьте взяти
модуль вiд оцiнки.
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Оцiнка µ за методом найбiльшої вiрогiдностi у цьому прикладi дорiв-
нює µ̂MLE

n = 1.0718504.
Приклад 4. Тепер розглянемо оцiнку методу найбiльшої вiрогiдностi

для iнтенсивностi λ зрiзаного експоненцiйного розподiлу з прикладу 4
роздiлу 7.1.

Логарифм функцiї вiрогiдностi у цiй задачi має вигляд

l(λ) = n(log(λ)− log(1− e−Cλ)− λξ̄).

Пiдрахунок оцiнки можна органiзувати аналогiчно тому, як це зроблено
у прикладi 3:

> # функцiя ll рахує - log(вiрогiднiсть) з точнiстю
> # до константи. Mx - вибiркове середнє,
> # trun - порiг зрiзання експоненцiйного розподiлу
> ll<-function(l,Mx,trun){
+ -log(l/(1-exp(-l*trun)))+l*Mx
+ }
> # функцiя EstMLtr рахує оцiнку lambda за даними x
> # методом найбiльшої вiрогiдностi
> EstMLEtr<-function(x,trun) {
+ Mx<-mean(x)
+ nlm(ll,1/Mx,Mx=Mx,trun=trun)$estimate
+ }

Пiдрахувавши цю оцiнку на тих же даних, на яких перевiрялась робо-
та моментних оцiнок λ̂MM

n , можна пересвiдчитись, що значення оцiнок
спiвпадають з точнiстю до округлення. I дiйсно, продиференцiювавши
функцiю вiрогiдностi та прирiвнявши її до 0 для знаходження екстре-
муму, отримуємо в точностi моментне рiвняння для λ̂MM

n . Таким чином,
ми фактично отримали двi алгоритмiчнi реалiзацiї однiєї i тiєї ж оцiнки:
в першому випадку за допомогою чисельного розв’язування нелiнiйного
рiвняння, у другому — з використанням чисельної нелiнiйної оптимiзацiї.
Яка з цих реалiзацiй виявиться кращою (бiлш швидкодiйною, бiльш ста-
бiльною, бiльш точною) залежить вiд того, як запрограмованi вiдповiднi
методи розв’язку рiвнянь та мiнiмiзацiї.
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7.4 Асимптотична нормальнiсть i матриця роз-
сiювання оцiнок

SecAsNorm

У попереднiх пiдроздiлах описано три способи побудови оцiнок невiдо-
мих параметрiв. Їх застосування, як ми бачили, приводить до рiзних,
взагалi кажучи, оцiнок. Наприклад, для оцiнювання iнтенсивностi λ екс-
поненцiйного розподiлу ми отримали три рiзних оцiнки: оцiнку на основi
першого моменту λ̂

(1)
n (вона також є оцiнкою найбiльшої вiрогiдностi),

оцiнку на основi другого моменту λ̂(2)
n та медiанну оцiнку λ̂medn .

Яка з цих оцiнок краща? Поки що, ми можемо стверджувати лише,
що медiанна оцiнка є робастною, а моментнi — нi. Iнакше кажучи, якщо
данi забрудненi спостереженнями, що мають не такий розподiл, як ос-
новна маса, на моментнi оцiнки покладатись не варто, а медiанна може
давати бiльш вiдповiдний результат.

А яка з цих оцiнок точнiша, якщо наша модель повнiстю вiдповi-
дає даним? Для того, щоб вiдповiсти на це запитання можна провести
комп’ютерний експеримент: згенерувати данi iз заданим розподiлом, пiд-
рахувати рiзнi оцiнки i порiвняти їх iз справжнiм значенням параметра.
Зрозумiло, що за одним набором випадкових даних результат буде один,
за iншим — iнший. Тому в експериментi потрiбно згенерувати багато рiз-
них наборiв даних з одним i тим же розподiлом, по кожному набору пiд-
рахувати всi оцiнки, якi порiвнюються. Пiсля цього можна порiвнювати
розподiли отриманих оцiнок: якi з них мають бiльший розкид навколо
середнього, i наскiльки середнє оцiнок вiдхиляється вiд оцiнюваного па-
раметра.

Проведення таких експериментiв є нинi практично обов’язковим еле-
ментом розробки нових алгоритмiв статистичного оцiнювання. Але, зви-
чайно, у такий спосiб неможливо перевiрити роботу оцiнок для всiх мож-
ливих значень оцiнюваних параметрiв.

Виявляється, що задача теоретичного порiвняння оцiнок часто знач-
но спрощується, якщо розглядати їх поведiнку при нескiнченному зрос-
таннi обсягу даних. Часто при цьому оцiнки виявляються асимптотично
нормальними, тобто їх розподiл стає близьким до нормального розподiлу
з нульовим середнiм. Оскiльки такий розподiл в одновимiрному випад-
ку характеризується одним числом — дисперсiєю, то i порiвнювати рiзнi
асимптотично нормальнi оцiнки можна лише за цiєю дисперсiєю — кое-
фiцiєнтом розсiювання.
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Опишемо цей пiдхiд бiльш детально, розглядаючи одразу випадок d-
вимiрного невiдомого параметра ϑ = (ϑ1, . . . , ϑd)

T ∈ Θ ⊆ Rd та вiдповiд-
ної консистентної оцiнки ϑ̂n = (ϑ1n, . . . , ϑdn)T . З консистентностi оцiнки
випливає збiжнiсть ϑ̂n−ϑ→ 0 (за ймовiрнiстю) коли n→∞. Для харак-
теризацiї точностi оцiнки важливо знати, як швидко ця рiзниця прямує
до 0. Швидкiсть збiжностi дослiджують домножаючи ϑ̂n−ϑ на нормуючу
послiдовнiсть an, що прямує до нескiнченностi. Цю послiдовнiсть пiдби-
рають так, щоб an(ϑ̂n − ϑ) прямувало i не до 0, i не до нескiнченностi, а
до деякого промiжного значення.

Виявляється, що, за досить широких умов, при правильному виборi
нормування, розподiл такої нормованої рiзницi прямує до нормального
з нульовим математичним сподiванням — N(0,Vϑ̂(ϑ)). Тут Vϑ̂(ϑ) — ко-
варiацiйна матриця граничного нормального розподiлу, що залежить вiд
справжнього значення невiдомого параметра ϑ. Цю матрицю називають
матрицею розсiювання оцiнки ϑ̂n.

У одновимiрному випадку d = 1, коли оцiнюваний параметр це одне
число, матриця розсiювання теж складається з одного елемента — дис-
персiї vϑ̂(ϑ) граничного нормального розподiлу нормованої оцiнки. Це
число звуть коефiцiєнтом розсiювання.

Отже в одновимiрному випадку, зi збiжностi
√
n(ϑn−ϑ) до N(0, vϑ̂(ϑ))

випливає, що для будь-якого λ > 0,

EqConvNorm P

{
|
√
n(ϑ̂n − ϑ)√
vϑ̂(ϑ)

≤ λ

}
→ P{|ζ| ≤ λ} = 1− 2Φ(−λ), (7.6)

де ζ ∼ N(0, 1), Φ — функцiя розподiлу N(0, 1). Поклавши λα = QΦ(1−α),
отримуємо

EqProbabConc P

{
|ϑ̂n − ϑ| ≤

√
vϑ̂(ϑ)λα/2√

n

}
= 1− α. (7.7)

Таким чином, при великих обсягах вибiрки ширина iнтервалу, у який
вiдхилення оцiнки вiд оцiнюваного значення попадає iз заданою ймовiр-
нiстю 1− α, прямо пропорцiйна

√
vϑ̂(ϑ) (для всiх α > 0). Тому точнiсть

асимпотично нормальних оцiнок прийнято характеризувати за допомо-
гою коефiцiєнта розсiювання: чим вiн менший, тим оцiнка точнiша.

У багатовимiрному випадку також, чим “менша” матриця Vϑ̂(ϑ), тим
оцiнка ϑ̂n — точнiша. Порiвняння матриць тут робиться у розумiннi
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Льовнера: A < B рiвносильно тому, що B −A є невiд’ємно визначеною
матрицею.

З’ясуємо тепер, як обчислювати матрицi розсiювання. Розглянемо ви-
падок, коли данi являють собою кратну вибiрку X = (ξ1, . . . , ξn), невiдо-
мий параметр ϑ = (ϑ1, . . . , ϑd) є d-вимiрним i його оцiнка ϑ̂n = (ϑ1n, . . . , ϑdn)
— також.

Матриця розсiювання моментної оцiнки. Нехай моментна функ-
цiя має вигляд h(ξ) = (h1(ξ), . . . , hd(ξ))

T , i вектор теоретичних моментiв
—

H(t) = (H1(t), . . . , Hd(t))
T = Et h(ξ1), t = (t1, . . . , td)

T ∈ Θ.

Позначимо H(t) матрицю перших похiдних вiд H(t):

H′(t) =
∂

∂tT
H(t) =


∂H1(t)
∂t1

. . . ∂H1(t)
∂td... . . . ...

∂Hd(t)
∂t1

. . . ∂Hd(t)
∂td


Якщо елементи коварiацiйної матрицi Dϑ = cov(h(ξ1)) є скiнченними,
iснує обернена функцiяH−1 i функцiяH′(t) є неперервною по t у деякому
околi ϑ, то моментна оцiнка ϑ̂n, яка задовольняє рiвняння H(ϑ̂n) = ĥn є
асимптотично нормальною з матрицею розсiювання

EqDispMatrMM Vϑ̂(ϑ) = (H′(ϑ))−TDϑ(H′(ϑ))−1. (7.8)

У одновимiрному випадку ця формула перетворюється на

EqDisp1MM vϑ̂ =
Dϑ h(ξ1)

(H ′(ϑ))2
. (7.9)

З’ясуємо, звiдки взялась ця формула. Замiнимо моментне рiвняння
його наближенням, використовуючи розклад H за формулою Тейлора в
околi точки ϑ:

H(ϑ) + H′(τ)(ϑ̂n − ϑ) = ĥn,

де τ — промiжна точка мiж ϑ i ϑ̂n. Враховуючи, що H(ϑ) = E ĥn, отри-
муємо

EqAsNorm1
√
n(ϑ̂n − ϑ) = (H(τ))−1

√
n(ĥn − E ĥn). (7.10)

За центральною граничною теоремою, розподiл
√
n(ĥn−E ĥn) збiгається

до розподiлу випадкового вектора ζ ∼ N(0,Dϑ). Враховуючи неперерв-
нiсть H′(t), отримуємо звiдси формулу (7.8).
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Матриця розсiювання оцiнки найбiльшої вiрогiдностi. Нехай
розподiл спостережень має щiльнiсть fϑ(x) вiдносно деякої мiри µ. По-
значимо

I(ϑ) = Eϑ
∂

∂ϑ
ln fϑ(ξ1)

(
∂

∂ϑ
ln fϑ(ξ1)

)T
(∫ ∂

∂ϑi
fϑ(x) ∂

∂ϑk
fϑ(x)

fϑ(x)
µ(dx)

)d

i,k=1

— iнформацiйна матриця Фiшера для параметра ϑ за одним спостере-
женням ξ1.

Мiркування, подiбнi розглянутим для моментних оцiнок, приводять
до наступної формули для матрицi розсiювання оцiнок методу найбiль-
шої вiрогiдностi ϑ̂n:

Vϑ̂(ϑ) = (I(ϑ))−1

— матриця розсiювання є матрицею, оберненою до iнформацiйної.
У одновимiронму випадку для коефiцiєнта розсiювання отримуємо:

vϑ̂(ϑ) =
1

I(ϑ)
,

де

I(ϑ) =

∫ (
∂
∂ϑ
fϑ(x)

)2

fϑ(x)
µ(dx).

Матриця розсiювання для квантильних оцiнок. Нехай знову,
данi являють собою кратну вибiркуX випадкових величин ξj з функцiєю
розподiлу Fϑ та щiльнiстю fϑ(x), ϑ ∈ Θ ∈ Rd. Зафiксуємо набiр рiвнiв
α = (α1, . . . , αd), 0 < αi < 1. Позначимо qα(ϑ) = (QFϑ(α1), . . . , QFϑ(α1))
— вектор теоретичних квантилей, q̂αn = (QX(α1), . . . , QX(α1)) — набiр
емпiричних квантилей. Нехай для всiх αi, fϑ(QFϑ(αi) > 0. Тодi з наслiдку
1 п. 7 гл. 1 [1] випливає, що

√
n(q̂αn − qα(ϑ)) збiгається за розподiлом до

N(0,C), де C = (ci,k)
d
i,k=1,

EqCorQuant cik =
min(αi, αk)− αiαk

fϑ(QFϑ(αi))fϑ(QFϑ(αk))
. (7.11)

Нехай квантильна оцiнка ϑαn для ϑ є розв’язком рiвняння

qα(t) = q̂αn
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вiдносно t.
Тодi мiркування, аналогiчнi до тих, якi ми використали для момент-

них оцiнок, приводять до наступного виразу для матрицi розсiювання
оцiнки ϑ̂αn:

EqDispQuant Vϑ̂α(ϑ) = Q−TCQ−1, (7.12)

де Q = ∂
∂ϑT

qα(ϑ).
Зокрема, для медiанної оцiнки ϑmedn , що є розв’язком рiвняння

q1/2(t) = med(X),

коефiцiєнт розсiювання дорiвнює

EqDispMed vϑmed =
1

4(fϑ(med(ξ1))(q1/2(ϑ))′)2
. (7.13)

Подивимось також, як записати коефiцiєнт розсiювання квантильної оцiн-
ки, якщо вона визначається як розв’язок рiвняння (7.5). Формулу, яку
ми отримаємо, можна вивести з (7.12), але ми зробимо це безпосередньо.

Отже, нехай для оцiнки ϑ̂n виконується рiвняння

Fϑ̂n(q̂n) = α,

де q̂n = QX(α). В умовах, що вказанi вище,
√
n(q̂n − qα) збiгається за

розподiлом до N(0, c), де qα = QFϑ(α), c = α(1− α)/fϑ(qα).
Розкладаючи лiву частину цiєї рiвностi в околi точки (ϑ, qα), отри-

муємо

Fϑ(qα) +
∂

∂t
Ft(q)(ϑ̂n − ϑ) +

∂

∂q
Ft(q)(q̂ − qα) = α,

де t — промiжна точка мiж ϑ̂n i ϑ, q — промiжна точка мiж q̂n i qα. Звiдси
отримуємо

√
n(ϑ̂n − ϑ) ∼

∂
∂q
Fϑ(qα)

∂
∂ϑ
Fϑ(qα)

√
n(q̂n − qα).

Використовуючи асимптотичну нормальнiсть q̂n, отримуємо коефiцiєнт
розсiювання ϑ̂:

EqQuantVi vϑ̂n =

(
∂
∂q
Fϑ(qα)

∂
∂ϑ
Fϑ(qα)

)2
α(1− α)

(fϑ(qα))2
(7.14)



Роздiл 7. Оцiнювання невiдомих параметрiв розподiлу 148

Приклад 1. Повернемося до розгляду задачi оцiнки iнтенсивностi λ експо-
ненцiйного розподiлу за кратною вибiркою X = (ξ1, . . . , ξn). У попереднiх
роздiлах були введенi три оцiнки:

λ̂(1)
n = 1/ξ̄, λ̂(2)

n =

√
2n∑n
j=1 ξ

2
j

, λ̂med
n =

log 2

med(X)
.

Першi двi оцiнки отриманi методом моментiв з моментними функцiями
h1(x) = x та h2(x) = x2. Враховуючи, що

Dλ h1(ξ1) =
1

λ2
, Dλ h2(ξ1) =

23

λ4
,

за (7.9) отримуємо коефiцiєнти розсiювання цих оцiнок:

vλ̂(1) = λ2, vλ̂(2) =
23

16
λ2.

Третя оцiнка — медiанна. Теоретична медiана експоненцiйного розподiлу
med(ξ1) = log 2/λ, а щiльнiсть розподiлу у медiанi — fλ(med(ξ1)) = λ/2.
Тому коефiцiєнт розсiювання цiєї оцiнки

vλ̂med =
λ2

(log 2)2
.

Оскiльки 23/16 ≈ 1.4375 < 2.08137 ≈ 1/(log 2)2, цi результати показують,
що найбiльш точною при великих обсягах вибiрок є оцiнка λ̂(1)

n , наступ-
ною — λ̂

(2)
n , а найменш точною з трьох розглянутих є медiанна оцiнка.

Вiдношення коефiцiєнтiв варiацiї двох рiзних оцiнок одного парамет-
ра називають їх вiдносною асиптотичною ефективнiстю (asymptotic
relative efficiency, ARE). наприклад, vλ̂med/vλ̂(1) = 1/(log 2)2 ≈ 2.08137
— ARE оцiнки найбiльшої вiрогiдностi порiвняно з медiанною оцiнкою.
ARE має простий статистичний змiст, який легко зрозумiти враховуючи
(7.7). Якщо ми ранiше користувались оцiнкою λ̂

(1)
n , а тепер замiсть неї хо-

чемо використати λ̂(med)
n , то для забезпечення такої ж точностi як i ранi-

ше, нам прийдеться збiльшити обсяг вибiрки у два (точнiше у 2.08137)
рази. Це варто робити, якщо вигоди вiд робастностi медiанної оцiнки пе-
ревищують додатковi витрати на збiльшення обсягу спостережень. Iнак-
ше слiд використовувати оцiнку найбiльшої вiрогiдностi.

Те, що найкращою виявиться λ̂(1)
n можна було сказати вже тодi, ко-

ли виявилось, що це оцiнка найбiльшої вiрогiдностi. Справа в тому, що
при виконаннi досить широких умов2 ОНВ є асимптотично нормальними

2умов регулярностi
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оцiнками з коефiцiєнтом розсiювання найменшим серед всiх “правиль-
них” (т. зв. регулярних) оцiнок.

Приклад 2. Нехай тепер оцiнюються математичне сподiвання µ i дис-
персiя σ2 за кратною вибiркою гауссових спостережень X. Ми отримали
по двi оцiнки для кожного параметра: метод моментiв дав той же ре-
зультат, що i метод найбiльшої вiрогiдностi —

µ̂MLE = ξ̄, σ̂2 MLE
n = S2(X),

а метод квантилiв —

µ̂medn = medX, σ̂2 IQ =

(
QX(3/4)−QX(1/4)

2λα/4

)2

.

Для пiдрахунку матрицi розсiювання оцiнок найбiльшої вiрогiдностi знай-
демо iнформацiйну матрицю для ϑ = (µ, σ2)T . Легко бачити, що3

∂

∂µ
fϑ(ξ1) =

ξ1 − µ
σ2

∂

∂σ2
fϑ(ξ1) = − 1

2σ2
− (ξ1 − µ)2

2σ4
.

Отже iнформацiйна матриця для одного спостереження має вигляд

I(ϑ) = E

(
(ξ1−µ)2

σ4
ξ1−µ
2σ4 + (ξ1−µ)3

2σ6

ξ1−µ
2σ4 + (ξ1−µ)3

2σ6

((ξ1−µ)2−σ2)2

4σ8

)
=

(
1
σ2 0
0 1

2σ4

)
.

Таким чином, матриця розсiювання оцiнок найбiльшої вiрогiдностi

Vϑ̂MLE(ϑ) = I−1(ϑ) =

(
σ2 0
0 2σ4

)
.

Ми отримали, що коефiцiєнт розсiювання µ̂MLE
n дорiвнює σ2, а коефiцiєнт

розсiювання σ̂2 MLE
n — 2σ4. Цi оцiнки є асимптотично некорельованими.

Пiдрахуємо коефiцiєнти розсiювання квантильних оцiнок. Для µ̂medn

це можна зробити безпосередньо за формулою (7.13):

vµ̂med =
1

4(fϑ(µ))2
=
πσ2

2
.

3Тут fϑ(x) — щiльнiсть нормального розподiлу з параметрами µ, σ2, причому ди-
ференцiюючи по σ2 слiд розумiти це як єдиний символ, а не як квадрат σ.
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Для
σ̂2 IQ
n

пiдрахунок дещо складнiший. Почнемо з визначення граничної коварiа-
цiйної матрицi для вектора zn = (z1

n, z
2
n)T =

√
n(q̂n−q), де q̂n = (QX(1/4), QX(3/4))T ,

q = (QN(µ,σ2)(1/4), QN(µ,σ2)(3/4))T . За (7.11) коварiацiйна матриця роз-
подiлу двовимiрного нормального вектора z до якого збiгається розподiл
zn дорiвнює

C = (cik)
2
i,k=1

1

(fϑ(µ+ σλ1/4))2

(
3
16

1
16

1
16

3
16

)
.

Звiдси отримуємо, nщо послiдовнiсть z̃n = (z1
n − z2

n)/(2λ1/4) також є
асимптотично нормальною з асимптотичною дисперсiєю

c̃ =
1

(2λ1/4)2
(c11 − 2c12 + c22) =

πe−λ
2
1/4σ2

8λ2
1/4

.

Оскiльки при великих n
√
n(σ̂2 IQ

n − σ2) ∼ 2σz̃,

то

vσ̂2 IQ = 4σ2c̃ =
πe−λ

2
1/4σ4

2λ2
1/4

≈ 5.44184σ4.

Таким чином, вiдносна асимптотична ефективнiсть оцiнки найбiльшої
вiрогiдностi для µ порiвняно з медiанною

vµ̂med/vµ̂MLE = π/2 ≈ 1.5708.

Для ОНВ оцiнки дисперсiї порiвняно з квартильною вiдносна асимпто-
тична ефективнiсть

vσ̂2 IQ/vσ̂2 MLE =
πe−λ

2
1/4

4λ2
1/4

≈ 2.72092.

Тобто при використаннi квантильної оцiнки потрiбно у 2.72 рази бiльше
спостережень нiж при використаннi звичайної вибiрокової дисперсiї для
досягнення однакової точностi оцiнювання.
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Зрозумiло, що вся ця асимптотична теорiя працює лише при достат-
ньо великих обсягах вибiрки. Наскiльки великих? Якою буде ситуацiя
для невеликих обсягiв? Щоб вiдповiсти на такi запитання, проводять
спецiальнi iмiтацiйнi експерименти (simulation study). Подивимось, як це
може виглядати у нашому прикладi.

Ми згенеруємо B=1000 рiзних вибiрок з одним i тим же нормаль-
ним розподiлом з параметрами mu=1 (математичне сподiвання) i sigma=1
(стандартне вiдхилення). По кожнiй вибiрцi будуть пiдрахованi чотири
оцiнки, якi вмiщуються у масиви оцiнок —

µ̂MLE
n у EstMuMom, µ̂medn у EstMuMed, σ̂2 MLE

n у EstSMom, σ̂2 IQ
n у EstSMed.

По кожному з цих масивiв ми рахуємо вибiркове середнє, що має
бути наближенням для математичного сподiвання вiдповiдної оцiнки i
вiднiмаємо вiд нього справжнє значення оцiнюваного параметру. Отри-
муємо приблизне значення змiщення оцiнки. Це значення домножається
на
√
n. Асимптотичний розподiл нормованої оцiнки має нульове матема-

тичне сподiвання, тому можна сподiватись, що при достатньо великих n
таке нормоване змiщення буде близьким до 0.

Далi ми пiдраховуємо вибiрковi дисперсiї по масивах оцiнок i домно-
жаємо на n. Ця величина має приблизно дорiвнювати коефiцiєнту розсi-
ювання оцiнки. Якщо це не так, можна запiдозрити, що нашi теоретичнi
розрахунки не адекватнi, або що обсяг вибiрки недостатньо великий для
застосування асимптотичної теорiї.

Наведемо скрипт, що реалiзує цю iдею для обсягу вибiрки n=200.

> set.seed(3)
> B<-1000 # number of samples
> mu<-1 # mean
> n<-200 # sample size
> sigma<-1 # standard deviation
> EstMuMom<-numeric(B)
> EstMuMed<-numeric(B)
> EstSMom<-numeric(B)
> EstSMed<-numeric(B)
> d<-c(1,-1)
> alpha<-c(0.75,0.25)
> for(i in 1:B)
+ {
+ x<-rnorm(n,mu,sigma)
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+ EstMuMom[i]<-mean(x)
+ EstMuMed[i]<-median(x)
+ EstSMom[i]<-var(x)
+ EstSMed[i]<-(sum(quantile(x,alpha)*d)/1.34898)^2
+ }
> # Moment estimate for mean
> (mean(EstMuMom)-mu)*sqrt(n) # bias

[1] -0.001903953

> n*var(EstMuMom) # dispersion

[1] 0.9389821

> sigma^2 # theoretical dispersion

[1] 1

> # Median estimate for mean
> (mean(EstMuMed)-mu)*sqrt(n) # bias

[1] -0.005031941

> n*var(EstMuMed) # dispersion

[1] 1.459559

> 3.1415*sigma^2/2 # theoretical dispersion

[1] 1.57075

> # Moment estimate for variance
> (mean(EstSMom)-sigma^2)*sqrt(n) # bias

[1] 0.05725523

> n*var(EstSMom) # diaspersion

[1] 2.010686

> 2*sigma^4 # theoretical dispersion
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[1] 2

> # Median estimate for variance
> (mean(EstSMed)-sigma^2)*sqrt(n) # bias

[1] 0.01135744

> n*var(EstSMed) # dispersion

[1] 5.561874

> 5.44184*sigma^4 # theoretical dispersion

[1] 5.44184

Як ми бачимо, при n = 200 результати iмiтацiйного моделювання непога-
но (хоча i не iдеально) узгоджуються з асимптотичними формулами. На-
приклад, теоретичний коефiцiєнт розсiювання медiанної оцiнки 1.57075,
а його аналог отриманий моделюванням — 1.459559. Нормоване змiщен-
ня дорiвнює -0.005031941. Це дуже мало, порiвняно з дисперсiєю, тому
змiщенням як джерелом похибки можна знехтувати i характеризувати
цю оцiнку лише дисперсiєю. (Насправдi легко бачити, що медiанна оцiн-
ка у даному випадку незмiщена, тобто вiдхилення змiщення вiд 0 це
результат неточностi нашого iмiтацiйного експерименту).

Варто вiдмiтити, що зi збiжностi розподiлiв, взагалi кажучи, не вип-
ливає збiжнiсть моментiв. Тому навiть у асимптотично нормальних оцi-
нок дисперсiя нормованої оцiнки при зростаннi обсягу вибiрки не обов’я-
зково прямує до коефiцiєнта розсiювання. Зокрема, так може бути, коли
у маленькому вiдсотку випадкiв оцiнка дозволяє грубi вiдхилення вiд
справжнього значення параметра. Такi вiдхилення можуть зiграти роль
викидiв, що спотворюють дисперсiю оцiнки при скiнченному обсязi ви-
бiрки.

У такому випадку доречно використати для наближення коефiцiєнта
розсiювання яку-небудь робастну оцiнку дисперсiї. Такою оцiнкою мо-
же бути квантильна оцiнка, якою ми тiльки що скористались у нашому
прикладi. Крiм того, доцiльно перевiрити, чи дiйсно розподiл вибiрки з
оцiнок добре узгоджується з нормальним. От як може виглядати скрипт,
що реалiзує цю iдею:
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Рис. 7.2: Гiстограма вибiрки з оцiнок

> # Quantile estimate for dispersion:
> (sum(quantile(EstSMed,alpha)*d)/1.34898)^2*n

[1] 5.04423

> # histogram
> hist(EstSMed)

Як бачимо, значення цього робастного наближення — 5.04423 помiтно
вiдрiзняється як вiд значення нормованої вибiркової дисперсiї оцiнок —
5.561874, так i вiд теоретичного коефiцiєнта розсiювання — 5.44184 (во-
ни, доречi, досить добре узгоджуються). Це може пояснюватись тим,
що, внаслiдок порiвняно малого обсягу вибiрки n, розподiл оцiнок недо-
статньо добре наближається нормальним. I дiйсно, гiстограма на рис.
7.2 вказує на помiтне вiдхилення вiд нормальностi, зокрема, на асимет-
рiю розподiлу. З цього можна зробити висновок, що при таких n цiлком
покладатись на асимптотичнi формули не варто.

Приклад 3. Перейдемо до розгляду задачi оцiнки параметрiв нормаль-
ного розподiлу за спостереженнями з похибкою з прикладу з прикладу
3 п. 7.1. У пiдроздiлi 7.3 ми розiбрались, як пiдраховувати оцiнки най-
бiльшої вiрогiдностi для середнього та дисперсiї у цiй моделi. Чи можна
скористатись нашою асимптотичною теорiєю щоб охарактеризувати точ-
нiсть таких оцiнок. Наприклад, нас може цiкавити наскiльки вона погiр-
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шилась, порiвняно з випадком прикладу 2, коли данi спостерiгались без
похибок.

Безпосередньо формули для матрицi розсiювання застосувати не мож-
на, оскiльки у цьому прикладi спостереження не є однаково розподiлени-
ми. Однак вiдомо, що асимптотична нормальнiсть виконана i для ОНВ
у багатьох моделях з не однаковим розподiлом спостережень. Зокрема,
за умови обмеженостi дисперсiй похибок, вона буде виконуватись у на-
шiй моделi. В таких випадках матрицю розсiювання можна обчислювати
використовуючи “середню iнформацiю на одне спостереження”, тобто

Īn(ϑ) =
1

n

n∑
j=1

Ij(ϑ),

де Ij(ϑ) — iнформацiйна матриця для j-того спостереження. Матриця
розсiювання ОНВ дорiвнює

Vϑ̂MLE(ϑ) = lim
n→∞

(Īn(ϑ))−1.

Для практичних наближень замiсть границi при n → ∞ беруть значен-
ня (Īn(ϑ))−1 при тому обсязi вибiрки n, для якого робляться розрахунки.
(Зрозумiло, що n має бути достатньо великим, iнакше наша асимптотич-
на теорiя працювати не буде).

Аналогiчно тому, як це було зроблено у прикладi 2, отримуємо, що
iнформацiйна матриця для j-того спостереження (воно у нашiй моделi
має розподiл N(µ, σ2 + σ2

j )), має вигляд

Ij(ϑ) =

(
1

σ2+σ2
j

0

0 1
2(σ2+σ2

j )2

)

(Тут, як i ранiше, ϑ = (µ, σ2)). Отже коефiцiєнти розсiювання оцiнок
дорiвнюють

vµ̂MLE(σ2) =
n∑n

j=1(σ2 + σ2
j )
−1
,

vσ̂2 MLE(σ2) =
2n∑n

j=1(σ2 + σ2
j )
−2
,

Приклад 4. Проведемо порiвняння ефективностi оцiнок iнтенсивностi λ
зрiзаного експоненцiйного розподiлу, отриманих у прикладi 4 попереннiх
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пiдроздiлiв. У п. 7.1 була побудована оцiнка методу моментiв (позначи-
мо її λ̂MM), яка виявилась також оцiнкою найбiльшої вiрогiдностi у п.
7.3. У п. .7.2 введена медiанна оцiнка (позначимо її λ̂med. Обидвi оцiнки
знаходяться як розв’язки вiдповiдних рiвнянь, у явному виглядi їх вира-
зити не можна. Тим бiльш цiкаво, що їх коефiцiєнти розсiювання цiлком
можна знайти аналiтично.

Почнемо з λ̂MM . Оскiльки це оцiнка найбiльшої вiрогiдностi, її кое-
фiцiєнт розсiювання можна знайти як 1/I(λ), де

I(λ) =

∫ c

0

(f ′λ(x))2

fλ(x)
dx

— iнформацiя за Фiшером на одне спостереження,

fλ(x) =
λe−λx

1− e−λc

— щiльнiсть одного спостереження при x ∈ [0, c],

f ′λ(x) =
∂

∂λ
fλ(x) =

eλ(c−x)(λ(x− c) + eλc(λx− 1)− 1)

(eλc − 1)2
.

Iнформацiю можна пiдрахувати звичайним iнтегруванням, вона дорiв-
нює

I(λ) =
1

λ2
+

c2

2− (eλc + e−λc)
.

Про всяк випадок перевiримо правильнiсть цiєї формули а заодно пока-
жемо, як можна наближено обчислювати iнтеграли в R у тих випадках,
коли для них немає явних виразiв.

У R для наближеного обчислення iнтегралiв використовується функ-
цiя integrate(f,lower,upper), де

f дiйсна функцiя дiйсного аргументу, вiд якої пiдраховується iнте-
грал,

lower, upper — нижня та верхня межi iнтегрування.
От як можна використати її для перевiрки результату iнтегрування

у нашому випадку:

> l<-0.5 # iнтенсивнiсть
> U<-1 # порiг зрiзання
> # щiльнiсть розподiлу
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> f<-function(x,l,U){l*exp(-l*x)/(1-exp(-l*U))}
> # похiдна розподiлу за l
> fp<-function(x,l,U){exp(l*(U-x))*(l*(x-U)
+ +exp(l*U)*(-l*x+1)-1)/(exp(l*U)-1)^2}
> # пiдiнтегральна функцiя для iнформацiї
> g<-function(x){(fp(x,l,U))^2/f(x,l,U)}
> # аналiтичний вираз для iнформацiї
> inf<-function(l,U){1/l^2 +U^2/(2-(exp(U*l)+exp(-U*l)))}
> #
> inf(l,U) # iнформацiя за формулою

[1] 0.08230191

> integrate(g,0,U) # наближений iнтеграл для iнформацiї

0.08230191 with absolute error < 9.1e-16

Як бачимо, значення iнформацiї за нашою формулою та значення, отри-
мане наближеним iнтегруванням однаковi. Отже при λ = 0.5, c = 1, кое-
фiцiєнт розсiювання моментної оцiнки vλ̂MM (λ) = 1/I(λ) = 1/0.08230191 =
12.15039.

Тепер пiдрахуємо коефiцiєнт розсiювання медiанної оцiнки. Для цьо-
го скористаємось формулою (7.14). Помiтимо, що у нашому випадку
α = 1/2 медiана

qα = −1

l
(log(1 + e−cl)− ln 2),

∂
∂x
Fλ(x)

∂
∂λ
Fλ(x)

=
λ(eλc − 1)

c(1− eλx) + x(eλc − 1).

Пiдставляючи це у формулу (7.14), отримуємо коефiцiєнт розсiювання
λ̂med:

vλ̂med(λ) =
l2(eλc − 1)2

(λc+ (eλc + 1) log((e−λc + 1)/2))2
.

Пiдставляючи, як i у попередньому прикладi, значення λ = 0.5, c = 1,
отримуємо vλ̂med(λ) = 16.3344

Отже, при цих значеннях параметрiв вiдносна асимптотична ефек-
тивнiсть оцiнки найбiльшої вiрогiдностi по вiдношенню до медiанної скла-
дає 16.3344/12.15039 = 1.34435. При використаннi медiанних оцiнок по-
трiбно використовувати вибiрки на 34% бiльшi порiвняно з вибiрками
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Рис. 7.3: Гiстограма вибiрки з оцiнок

для оцiнок найбiльшої вiрогiдностi, якщо ми хочемо забезпечити одна-
кову точнiсть оцiнювання.

На вiдмiну вiд прикладiв 1 i 2 вiдносна асимптотична ефективнiсть
(ARE) медiанної оцiнки та ОНВ залежить тепер вiд невiдомого парамет-
ра λ. Ми можемо подивитись на графiку, як вона змiнюється при рiзних
λ (рис.7.3):

> vmm<-function(l){1/inf(l,U)}
> # коефiцiєнт розсiювання для медiанної оцiнки
> vmed<-function(l){
+ (l*(exp(l*U)-1)/
+ (l*U+(1+exp(l*U))*log((1+exp(-l*U))/2)))^2
+ }
> l<-(1:400)/20
> ARE<-sapply(l,vmed)/sapply(l,vmm)
> plot(l,ARE,type="l")

> vmed(0.01)/vmm(0.01)

[1] 1.333337

> vmed(20)/vmm(20)

[1] 2.081368
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Як бачимо, ARE зростає iз зростанням λ вiд 1.333 до 2.081368. Тобто у
найгiршому випадку (при дуже великих λ медiанна оцiнка вимагає вдвiчi
бiльше спостережень нiж ОНВ для забезпечення еквiвалентної точностi
оцiнювання. Цiкаво, що такий самий ефект ми отримали i для експо-
ненцiйного розподiлу без зрiзання, тiльки там така ARE була для всiх
можливих значень λ.

7.5 Довiрчi iнтервали

Зрозумiло, що оцiнка ϑ̂n, побудована за випадковими даними X, як пра-
вило, не дорiвнює справжньому значенню невiдомого параметра ϑ. Як
далеко може знаходитись ϑ вiд його оцiнки? Щоб охарактеризувати об-
ласть можливих значень одновимiрного параметра використовують тех-
нiку довiрчих iнтервалiв. А саме, замiсть однiєї оцiнки ϑ̂n використову-
ють пару статистик4 ϑ−n , ϑ+

n , таких, що ϑ−n < ϑ+
n i

EqConfInt1 P{ϑ ∈ [ϑ−n , ϑ
+
n ]} = 1− α, (7.15)

де α — задане статистиком мале число, яке звуть рiвнем значущостi.
Таким чином, довiрчий iнтервал це iнтервал, побудований за спосте-

режуваними даними, який покриває невiдомий параметр iз заданою ймо-
вiрнiстю 1− α.

Якщо (7.15) виконується точно для заданого обсягу даних n i всiх ϑ ∈
Θ ⊆ R, то [ϑ−n , ϑ

+
n ] називають точним (або строгим) довiрчим iнтервалом.

Якщо рiвнiсть у (7.15) досягається лише асимптотично, тобто

EqConfInt1a lim
n→∞

P{ϑ ∈ [ϑ−n , ϑ
+
n ]} = 1− α, (7.16)

то довiрчий iнтервал називають асимптотичним. Нарештi, якщо вико-
нується нерiвнiсть

P{ϑ ∈ [ϑ−n , ϑ
+
n ]} ≥ 1− α,

довiрчий iнтервал називають нестрогим.
Теорiя асимптотичної нормальностi дозволяє будувати асимптотич-

нi довiрчi iнтервали з використанням коефiцiєнтiв розсiювання оцiнок.
Дiйсно, нехай для невiдомого параметра ϑ iснує асимптотично нормаль-
на оцiнка ϑ̂n з коефiцiєнтом розсiювання v(ϑ) = vϑ̂n(ϑ). Припустимо, що

4Тобто вимiрних функцiй вiд даних X.



Роздiл 7. Оцiнювання невiдомих параметрiв розподiлу 160

v(ϑ) є неперервною функцiєю ϑ ∈ Θ. Тодi v(ϑ)/v(ϑ̂n)→ 1 при n→∞ (за
ймовiрнiстю) i з (7.7) випливає, що5

EqConfInt2 lim
n→∞

P


√
n|ϑ̂n − ϑ|√
v(ϑ̂n)

≤ λα/2

 = 1− α. (7.17)

Покладемо

EqConfIntAss ϑ±n = ϑ̂n ± λα/2

√
v(ϑ̂n)

n
. (7.18)

Оскiльки (7.17) еквiвалентно limn→∞{ϑ ∈ [ϑ−n , ϑ
+
n ]} = 1− α, то [ϑ−n , ϑ

+
n ] є

асимптотичним довiрчим iнтервалом з рiвнем значущостi 1− α.
Вiдмiтимо, що ця технiка дозволяє застосування i у тому випадку, ко-

ли крiм параметра ϑ у розподiлу даних є i iншi невiдомi параметри. Для
побудови довiрчого iнтервалу потрiбна лише асимптотично нормальна
оцiнка ϑ та консистентна оцiнка його коефiцiєнта розсiювання. Якщо во-
ни визначенi, то довiрчий iнтервал можна будувати за формулою (7.18).

Зрозумiло, що чим менше коефiцiєнт розсiювання оцiнки, тим вуж-
чим буде довiрчий iнтервал, побудований за цiєю технiкою. Тому при
побудовi довiрчих iнтервалiв природно обирати оцiнки з найменшим ко-
ефiцiєнтом розсiювання, якщо немає iнших важливих вимог (як от, ро-
бастнiсть).

Приклад 1. Знову розглянемо задачу оцiнки iнтенсивностi експонен-
цiйного розподiлу λ за кратною вибiркою X. Як ми бачили у прикладi
1 з п. 7.4, оцiнкою з найменшим коефiцiєнтом розсiювання для λ є 1/ξ̄,
причому її коефiцiєнт розсiювання v(λ) = λ2.

Нехай потрiбно побудувати довiрчий iнтервал для λ з рiвнем значу-
щостi α = 0.05. Помiтимо, що6 λα/2 = QN(0,1)(0.975) ≈ 1.96. Отже, за

5Тут, як i ранiше, λα = QN(0.1)(1− α).
6 Є певна незручнiсть в тому, що лiтера λ позначає i невiдомий параметр i кван-

тиль нормального розподiлу. Якщо записати формули для довiрчого iнтервалу у цих
позначеннях, вони виглядатимуть трохи дивно. Можна було б спецiально для цьо-
го прикладу ввести якесь особливе позначення для iнтенсивностi або для квантилi.
Але обидва позначення є стандартними i вiдступ вiд них теж заплутав би справу. Я
вийшов з положення зафiксувавши α = 0.95. Це дуже популярний рiвень значущо-
стi i вiдповiдне йому λα/2 = 1.96 бiльшiсть статистикiв знає напам’ять. У багатьох
прикладних книжках число 1.96 з’являється без пояснень, як магiчна константа. Йо-
го зв’язок з рiвнем значущостi залишається для користувачiв таємницею. Довiрчий
iнтервал який ми отримаємо може бути прикладом таких формул.
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(7.18) отримуємо межi довiрчого iнтервалу:

λ− =
1

ξ̄
− 1.96

ξ̄
√
n
, λ+ =

1

ξ̄
+

1.96

ξ̄
√
n
.

Рiвень значущостi довiрчого iнтервалу 0.05 означає, що в середньому, на
100 задач оцiнювання, у 5 випадках такий довiрчий iнтервал не покриє
справжнє значення iнтенсивностi. Оскiльки довiрчий iнтервал асимпто-
тичний, це має бути “при достатньо великих обсягах вибiрки”. Спробуємо
у iмiтацiйному експериментi подивитись, наскiльки точним виявиться це
передбачення для вибiрок помiрного обсягу.

> set.seed(2)
> l<-0.5 # iнтенсивнiсть експ. розподiлу
> B<-10000 # кiлькiсть вибiрок
> n<-100 # обсяг вибiрки
> lambda<-qnorm(0.975)
> res<-numeric(B) # масив результатiв випробувань
> estm<-numeric(B) # масив оцiнок
> dif<-numeric(B) # пiвширини довiрчих iнтервалiв
> for(i in 1:B)
+ {
+ x<-rexp(n,l)
+ estl<-1/mean(x)
+ res[i]<-ifelse(abs(l-estl)<lambda*estl/sqrt(n),1,0)
+ }
> err=1-mean(res) # частота помилок
> err

[1] 0.0474

Тут вибрано λ = 0.5, моделюється B = 10000 вибiрок i по кожнiй вибiрцi
перевiряється, чи попаде 0.5 у довiрчий iнтервал (точнiше, чи є рiзниця
λ̂ − λ меншою нiж половина ширини iнтервалу). Якщо для i-тої моде-
льованої вибiрки ця умова виконана, на i-тому мiсцi у масивi результатiв
res записується 1, iнакше - 0. Потiм частота попадань визначається як
середнє res.

Як бачимо, результат експерименту показує помiрне узгодження з
теорiєю — частота 0.0474 при теоретичнiй ймовiрностi 0.05. При обсязi
вибiрки n = 1000 цей же скрипт дасть 0.0505 — чудова узгодженiсть.



Роздiл 8

Перевiрка статистичних гiпотез

ChTest

8.1 Загальнi вiдомостi
SecGenTest

Поруч iз задачами оцiнювання параметрiв у статистицi велику роль гра-
ють задачi перевiрки гiпотез. Тут ми не намагаємось оцiнити невiдомий
параметр якомога точнiше. Задача полягає в перевiрцi того, наскiльки
нашi данi пiдтверджують або суперечать певним припущенням про до-
слiджуване явище.

Статистичними гiпотезами називають припущення про розподiл спо-
стережуваних статистичних даних. На практицi вони пов’язанi з деяки-
ми змiстовними гiпотезами про природу дослiджуваного явища, об’єкта,
процессу. Правильний пiдхiд до аналiзу даних полягає в тому, щоб по-
чати з висунення змiстовної гiпотези. Далi потрiбно сформулювати ймо-
вiрнiсну модель та статистичну гiпотезу, яка вiдповiдає змiстовнiй. Пiсля
цього — вибрати правильний алгоритм перевiрки обраної статистичної
гiпотези (статистичний тест), застосувати його та iнтерпретувати отри-
манi результати1.

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо формальну постановку задачi пе-
ревiрки статистичних гiпотез у загальному виглядi. Як цi гiпотези мо-
жуть бути пов’язанi iз змiстовними гiпотезами у рiзних прикладних об-

1Досить розповсюджена протилежна практика: до статистичних даних намага-
ються застосувати рiзноманiтнi тести, сподiваючись, що їх результати наштовхнуть
дослiдника на змiстовнi гiпотези. На мою думку, такий пiдхiд є невдалим. Якщо у ста-
тистика немає розумної ймовiрнiсної моделi даних, доцiльно скористатись дескрип-
тивними методами i спробувати вiдшукати її. Тiльки пiсля цього є сенс висувати
статистичнi гiпотези та застосовувати тести для їх преревiрки.

162
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ластях, буде видно з прикладiв, що розглядаються далi.
Нехай весь набiр статистичних даних X є випадковим елементом про-

стору даних X . Розподiл даних PX
ϑ (A) = P{X ∈ A} вiдомий з точнiстю

до невiдомого параметра ϑ ∈ Θ, де Θ — деяка множина (простiр) мож-
ливих значень параметра. Наприклад, X може бути кратною вибiркою
обсягу n, а ϑ — числовим параметром. Тодi X = Rn, Θ ⊆ Θ. Ми бу-
демо вважати, що ϑ однозначно задає розподiл даних X. Тодi гiпотези
про цей розподiл є гiпотезами про можливi значення ϑ. Ми обмежимось
розглядом двоальтернативних гiпотез. Будемо вважати, що простiр па-
раметрiв Θ розбитий на двi множини, що не перетинаються: Θ = Θ0∪Θ1,
Θ0∩Θ1 = ∅. ГiпотезоюHi назвемо припущення про те, що ϑ ∈ Θi, i = 0, 1.

При класичному пiдходi до задачi перевiрки гiпотез H0 i H1 є не рiв-
ноправними.

Гiпотеза H0 вважається основною, тобто її вiдхиляють лише тодi,
коли данi переконливо показують, що вона є хибною. Гiпотеза H1 вва-
жається альтернативною, її приймають лише тодi, коли данi переконливо
свiдчать на її користь.

Для перевiрки статистичних гiпотез за даними використовують алго-
ритми, якi звуть статистичними тестами2 З формальної точки зору тест
можна розглядати як функцiю, що будь-якому можливому значенню з
простору даних спiвставляє номер гiпотези, яку тест приймає при цьому
значеннi X. Таким чином, тест це вимiрна функцiя π : X → {0, 1}. Якщо
π(X) = 0, тест приймає основну гiпотезу, якщо π(X) = 1 — альтернативу.

На практицi тести часто мають вигляд π(X) = 1{S(X) > C}, або
π(X) = 1{S(X) < C}, де S(X) — статистика, тобто вимiрна функцiя вiд
даних, а C — деяке фiксоване число. У такому випадку S(X) називають
статистикою тесту, а C — порогом.

Характеризацiя якостi тестiв. Якiсть тесту характеризується ймо-
вiрнiстю того, що тест прийме невiрну гiпотезу (помилиться). При вико-
ристаннi тесту можливi помилки двох родiв.

1. Помилка першого роду: вiрна основна гiпотеза, а тест її вiдхи-
ляє, тобто ϑ ∈ Θ0, але π(X) = 1. Ймовiрнiсть такої помилки

απ(ϑ) = α(ϑ) = Eϑ π(X), ϑ ∈ Θ0.

2У англомовнiй лiтературi прийнята назва test, у росiйськомовнiй — критерий. В
українськiй лiтературi вживають як назву тест, так i назву критерiй. Iнколи “кри-
терiєм” називають те, що ми далi називаємо статистикою тесту.
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2. Помилка другого роду: основна гiпотеза хибна, а тест її прий-
має, тобто ϑ ∈ Θ1, але π(X) = 0. Ймовiрнiсть такої помилки

βπ(ϑ) = β(ϑ) = 1− Eϑ π(X), ϑ ∈ Θ1.

Ймовiрнiсть того, що тест правильно прийме альтернативу, коли вона є
вiрною, називають потужнiстю (power) тесту i позначають

ϕπ(ϑ) = 1− βπ(ϑ) = Eϑ π(X), ϑ ∈ Θ1.

Найбiльше можливе значення ймовiрностi помилки першого роду для
тесту π називають рiвнем значущостi тесту (test signficance level):

απ = sup
ϑ∈Θ0

απ(ϑ).

Серед усiх можливих тестiв бажано вибрати такий, який матиме най-
меншу ймовiрнiсть помилки. Але, як правило, при зменшеннi απ збiль-
шується βπ i навпаки. Тому у статистицi прийнятий наступний пiдхiд до
вибору тестiв.

Фiксують деяке мале додатне число α = α0, яке звуть стандартним
рiвнем значущостi i розглядають лише тести π, для яких

EqSigDef απ ≤ α0 (8.1)

(тобто ймовiрнiсть помилково вiдхилити основну гiпотезу не перевищує
стандартного рiвня значущостi). Серед таких тестiв вибирають тест з
найбiльшою потужнiстю ϕπ(ϑ).

Якщо вдається знайти тест π∗, такий, що απ∗ ≤ α0 i для всiх iнших
тестiв π, якi задовольняють умову (8.1) виконано

ϕπ∗(ϑ) ≥ ϕπ(ϑ) для всiх ϑ ∈ Θ1,

то тест π∗ називають рiвномiрно найбiльш потужним тестом (р.н.п.)
рiвня α для перевiрки гiпотези H0 проти альтернативи H1.

Р.н.п. тести iснують не для всiх гiпотез. Часто їх шукають не в класi
всiх можливих тестiв, а лише в якомусь класi “правильних” тестiв. Якщо
р.н.п. тест у данiй задачi перевiрки гiпотез знайти не вдається, викори-
стовують тести, потужнiсть яких є достатньою для практичних потреб.

Вибiр основної гiпотези та рiвня значущостi. Оскiльки H0 i H1

не є рiвноправними, важливо правильно визначитись, яке з двох альтер-
нативних припущень вважати основним при перевiрцi гiпотез. Нехай,
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наприклад, дослiдник проводить експеримент з метою виявити певний
ефект (скажiмо, ефектом може бути вплив лiкiв на протiкання хвороби).
В результатi експерименту отриманi данi X. Якщо вiрним є припущення
про вiдсутнiсть ефекту, X має розподiл R, якщо ефект є — розподiл S.
На роль основної можна взяти гiпотезу FX = R або гiпотезу3 FX = S.
Який вибiр кращий?

Якщо дослiдник хоче своїми даними переконати колег в тому, що
ефект виявлений, вiн повинен як основну взяти гiпотезу про те, що ефек-
ту немає — H0 : FX = R. Тодi, якщо вiдповiдний статистичний тест
прийме H1 : FX = S, це буде пiдтвердженням наявностi ефекту на осно-
вi даних експерименту, а не внаслiдок того, що гiпотеза FX = S апрiорi
була вибрана основною.

I навпаки, якщо дослiди проводять, наприклад, для перевiрки вiдсут-
ностi нехороших побiчних ефектiв лiкiв, основною повинна бути гiпотеза
про те, що такi ефекти є.

Наступним важливим кроком в органiзацiї перевiрки гiпотез є вибiр
стандартного рiвня значущостi α. Цей рiвень також визначається не з
математичних, а з прикладних мiркувань. Наприклад, нехай у ситуацiї
аналiзу ефекту лiкiв основна гiпотеза — вiдсутнiсть ефекту. Тодi, обрав-
ши α = 0.05, ми, в середньому один раз на двадцять випадкiв, коли лiки
не дають ефекту, будемо хибно його виявляти. I, вiдповiдно, рекомен-
дувати цi лiки для подальшого використання. Якщо така ситуацiя нас
не влаштовує, можна зменшити α, встановивши його, наприклад, 0.01.
Але тодi ми ризикуємо частiше не помiчати тих ефектiв, якi лiки справдi
дають.

З цих мiркувань у рiзних предметних областях встановлюються рiзнi
стандартнi рiвнi значущостi. Найменший з рекомендованих рiвнiв 0.05
прийнятий у соцiологiї, економiцi, медицинi. Бiльш строгi рiвнi 0.01 або
0.001 прийнятi у експериментальнiй фiзицi та iнженерних науках.

Досягнутий рiвень значущостi тесту. (attained significance, p-
value) Оскiльки вибiр рiвня значущостi може змiнюватись в залежностi
вiд обставин, статистичнi тести прийнято одразу розробляти так, щоб
вони могли працювати з будь-яким обраними стандартним рiвнем зна-
чущостi. При цьому i результат роботи тесту на конкретних даних часто
зручно подавати так, щоб по ньому можна було одразу сказати, при яко-

3У цьому випадку невiдомим параметром можна вважати сам розподiл, який прий-
має значення з двоелементної множини Θ = {R,S}.
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му рiвнi значущостi приймається основна гiпотеза, а при якому — аль-
тернатива. Для такого запису використовується спецiальна статистика
p(X).

Справа в тому, що один i той же тест, як правило, можна записати у
багатьох еквiвалентних формах. Нехай, наприклад, тест має вигляд

EqTestSt π(X) = 1{S(X) > Cα}, (8.2)

де порiг Cα i статистика тесту S(X) пiдiбранi так, що рiвень значущостi
тесту απ = α. Вiзьмемо довiльну строго зростаючу функцiю h. Тодi (8.2)
еквiвалентно

π(X) = 1{h(S(X)) > h(Cα)}.
Таким чином, пара (статистика,порiг) (h(S(X)), h(Cα)) є еквiвалентною
парi (S(X), Cα) — вони породжують один i той же тест.

Серед всiх еквiвалентних статистик тесту є одна — p(X), при вико-
ристаннi якої тест набуває вигляду

π(X) = 1{p(X) < Cα}.

Ця статистика p(X) i зветься досягнутим рiвнем значущостi тесту.
Таким чином, якщо на конкретних даних тест дає значення досягну-

того рiвня значущостi p, то основна гiпотеза приймається при p ≥ α i
вiдхиляється при p < α.

Розглянемо важливий частковий випадок, коли статистика S(X) те-
сту π(X), заданого (8.2), пiдiбрана так, щоб її розподiл був тим самим
при всiх значеннях параметра, що вiдповiдають основнiй гiпотезi4. По-
значимо функцiю розподiлу для цього розподiлу G(s):

G(x) = Pϑ{S(X) < s}для всiх ϑ ∈ Θ0.

Обмежимось випадком, коли G — неперервна строго зростаюча функцiя.
Тодi тiльки порiг Cα = QG(1 − α) забезпечує рiвень значущостi α для
тесту π.

Таким чином, тест з рiвнем значущостi α має вигляд

π(X) = 1{S(X) > G−1(1− α)} = 1{1−G(S(X)) < α}.

Отже досягнутий рiвень значущостi цього тесту можна пiдрахувати за
формулою p(X) = 1−G(S(X)).

4Такi тести називають незалежними вiд розподiлу. Зрозумiло, що на альтерна-
тивi розподiл статистики має вiдрiзнятись вiд розподiлу на основнiй гiпотезi, iнакше
вiд такого тесту користi не буде.
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8.2 Тест вiдношення вiрогiдностi для перевiр-
ки простих гiпотез

SecLRSimp

Статистична гiпотеза зветься простою, якщо вона однозначно визначає
розподiл даних. Розглянемо випадок, коли i основна гiпотеза i альтер-
натива є простими. У цьому випадку параметричну модель розподiлу
даних можна не описувати, а задавати гiпотези безпосередньо вказуючи
вiдповiдний розподiл.

Як i ранiше, позначимо набiр статистичних даних через X. Нехай
гiпотезi Hi (i = 0, 1) вiдповiдає розподiл даних FX

i . Припустимо, що
для деякої мiри µ на просторi даних X iснують щiльностi розподiлiв FX

i

вiдносно µ, якi ми позначимо fX
i :

FX
i (A) =

∫
A

fX
i (x)µ(dx).

Вiдношенням вiрогiдностi (likelihood ratio) для перевiрки простої гiпоте-
зи H0 проти простої альтернативи H1 називають статистику

LR(X) =
fX

1 (X)

fX
0 (X)

.

Тестом вiдношення вiрогiдностi з порогом C називають тест

π(X) = πC(X) =

{
1 якщо LR(X) > C,

0 якщо LR(X) ≤ C.

У випадку простих основної та альтернативної гiпотез, ймовiрностi поми-
лок першого i другого роду для будь-якого тесту π виражаються кожна
одним числом (а не функцiєю вiд невiдомого параметру ϑ, як у загаль-
ному випадку) i позначаються вiдповiдно απ та βπ.

Теорема 8.2.1 Якщо при виконаннi H0 випадкова величина LR(X) має
неперервну функцiю розподiлу G, то тест вiдношення вiрогiдностi π∗α(X) =
πC(X) з C = Cα = QG(1 − α) буде найбiльш потужним5 тестом для
перевiрки H0 проти H1 з рiвнем значущостi α.

Досягнутий рiвень значущостi цього тесту

p(X) = 1−G(LR(X)).

5У термiнологiї попереднього пiдроздiлу — рiвномiрно найбiльш потужним, але
зараз потужнiсть це не функцiя, а одне число, тому казати “рiвномiрно” немає сенсу.
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Зрозумiло, що такий найбiльш потужний тест можна будувати, викори-
стовуючи не безпосередньо статистику вiдношення вiрогiдностi LR(X), а
будь-яку монотонну функцiю h(LR(X)) вiд неї. Для визначення порогу
cα у такому тестi π(h(LR(X))) можна скористатись умовою

α = απ = E0 π(h(LR(X))).

(математичне сподiвання береться в припущеннi, що вiрною є H0).
У випадку, колиX = (ξ1, . . . , ξn) є кратною вибiркою, щiльнiсть всього

набору даних fX
i записується як добуток щiльностей окремих спостере-

жень ξi. Тому

LR(X) =
n∏
j=1

f1(ξj)

f0(ξj)
,

де fi — щiльнiсть розподiлу ξj при виконаннi гiпотези Hi.
Часто на практицi працювати з сумами буває зручнiше нiж з добут-

ками, тому для кратних вибiрок використовують також логарифмiчне
вiдношення вiрогiдностi

lr(X) = logLR(X) =
n∑
j=1

log

(
f1(ξj)

f0(ξj)

)
.

У багатьох ситуацiях практичного застосування статистичних тестiв
описати аналiтично розподiл вiдношення вiрогiдностi даних при вико-
наннi основної гiпотези (або альтернативи) не вдається. Але пiдiбрати
правильний порiг тесту та визначити ймовiрнiсть помилки другого роду
можна використовуючи iмiтацiйне моделювання.

Для цього згенеруємо спочатку велику кiлькiсть B незалежних мiж
собою вибiрок обсягу n з розподiлом, що вiдповiдає основнiй гiпотезi.
Позначимо цi вибiрки X(1;0),. . . ,X(B;0). Пiдрахуємо значення статистики
lr на кожнiй з цих вибiрок: lr0

j = lr(X(j;0)). Набiр L(0) = (lr0
1, . . . , lr

0
B) є

кратною вибiркою з розподiлом, який вiдповiдає розподiлу G статистики
lr(X) при виконаннi основної гiпотези. Тому вибiрковий квантиль ĉα =
QL0

(1 − α) є хорошою оцiнкою для порогу тесту cα = QG(1 − α), що
вiдповiдає рiвню значущостi α. Порiг ĉα можна використовувати при
реалiзацiї тесту для перевiрки гiпотез на конкретних данихX. При цьому
тест π приймає гiпотезу H0, якщо lr(X) ≤ ĉα i вiдхиляє, якщо lr(X) > ĉα.
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Досягнутий рiвень значущостi тесту можна оцiнити як

p̂(X) = 1− F̂L0

B (lr(X)) =
1

B

B∑
j=1

1{lr0
j > lr(X)}.

Для того, щоб оцiнити ймовiрнiсть помилки другого роду цього тесту,
потрiбно згенерувати вибiрки з розподiлом, що вiдповiдає альтернативi:
X(1;1),. . . ,X(B;1) i пiдрахувати статистику lr на них: lr1

j = lr(X(j;1)), L(1) =

(lr1
1, . . . , lr

1
B).

Оцiнкою для βπ буде частота помилок тесту π на вибiрках X(j;1):

β̂π =
1

B

B∑
j=1

1{lr1
j < ĉα}.

Приклад 1. Розглянемо наступну умовну задачу. Нехай деяким пiд-
приємством була закуплена партiя n електричних лампочок. Всi лампоч-
ки були використанi i вiдмiчений час роботи кожної лампочки до перего-
ряння ξj. Вiдомо, що фiрмовi лампочки мають експоненцiйний розподiл
часу роботи до перегоряння з iнтенсивнiстю λ0, а час роботи дешево-
го аналогу фiрмових виробiв — також експоненцiйний з iнтенсивнiстю
λ1 > λ0. Лампочки були закупленi як фiрмовi, але за спостереження-
ми виникла пiдозра, що це дешевий аналог. Потрiбно вирiшити, чи слiд
виставляти рекламацiю поставнику товару.

Гiпотеза — А: “лампочки є фiрмовими” не вимагає додаткових дiй. Гi-
потеза — В: “лампочки є дешевим аналогом” приводить до необхiдностi
подавати рекламацiю. Отже для прийняття гiпотези В потрiбне обґрун-
тування на основi спостережуваних даних. Тому як основну слiд обрати
гiпотезу А, i дотримуватись її доти, доки данi не змусять нас прийняти
В.

Таким чином, X = (ξ1, . . . , ξn) — кратна вибiрка з експоненцiйного
розподiлу з iнтенсивнiстю λ. Потрiбно за цiєю вибiркою перевiрити гiпо-
тезу H0: λ = λ0 проти альтернативи H1: λ = λ1, причому λ0 < λ1.

Легко бачити, що логарифмiчне вiдношення вiрогiдностi для цих гi-
потез дорiвнює

lr(X) =
n∑
j=1

log

(
λ1e

−λ1ξj

λ0e−λ0ξj

)
= n(log λ1 − log λ0) + (λ0 − λ1)

n∑
j=1

ξj.
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Оскiльки
∑n

j=1 ξj є монотонно спадною функцiєю вiд lr(X), тест вiд-
ношення вiрогiдностi можна записати у еквiвалентнiй формi πc(X) =
1{
∑n

j=1 < c}. Для заданого рiвня значущостi α вiдповiдний порiг c = cα
можна вибрати з умови

α = E0 πc(X) = Pλ0{
n∑
j=1

ξj < c}.

Якщо ξj — експоненцiйно розподiленi з iнтенсивнiстю λ незалежнi випад-
ковi величини, то

∑n
j=1 ξj має Γ розподiл з iнтенсивнiстю λ i параметром

форми n, тобто Γ(n, λ). Отже cα = QΓ(n,λ0)(α).
Ймовiрнiсть помилки другого роду для цього тесту

βπ = 1− Eλ1 π(X) = P{
n∑
j=1

ξj > cα} = F Γ(n,λ1)(QΓ(n,λ0)(α)).

Приклад 2. Цей приклад також є умовним. Нехай дослiджується ге-
нотип деякої рослини. Дослiдника цiкавить певний ген, який впливає
на конкретну ознаку рослини ξ (наприклад, спiввiдношення довжини i
ширини листка). Вiдомо, що є два алеля (варiанти) цього гена — домi-
нантний А та рецесивний — а. Дослiдника цiкавить конкретна рослина Z,
генотип якої може бути Аа або аа. Для з’ясування того, яким насправдi є
генотип Z, цю рослину схрещують з рослиною, яка точно має генотип аа.
Якщо генотип Z є аа, то всi нащадки теж будуть мати генотип аа. Якщо
генотип Z — Aa, то кожен з нащадкiв з ймовiрнiстю p = 1/2 отримає
генотип Aa, i з ймовiрнiстю 1− p — генотип аа.

Вiдомо, що ознака ξ у рослин з генотипом aa має щiльнiсть розподiлу
faa, а у рослин з генотипом Aa — fAa. Отримано n нащадкiв, значення ξ
у j-того нащадка — ξj. Потрiбно за X = (ξ1, . . . , ξn) визначити, яким був
генотип рослини Z. Основною є гiпотеза про генотип аа.

Зрозумiло, що щiльнiсть, яка вiдповiдає основнiй гiпотезi — це f0(x) =
faa(x). Щiльнiсть, що вiдповiдає альтернативi є сумiшшю двох щiльно-
стей з ймовiрностями p та 1−p: f1(x) = pfAa(x) + (1−p)faa(x). Логариф-
мiчне вiдношення вiрогiдностi має вигляд

lr(X) =
n∑
j=1

log

(
pfAa(ξj) + (1− p)faa(ξj)

faa(ξj)

)
.
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Аналiтично розподiл цiєї величини виразити не можна. Тому скористає-
мось iмiтацiйним моделюванням, як описано вище. У прикладi розгля-
дається випадок, коли faa та fAa — гауссовi щiльностi з математичним
сподiванням i середньоквадратичним вiдхиленням m0=2, s0=0.4 для faa
i m1=3, s1=0.75 для fAa. Кiлькiсть спостережень (кiлькiсть нащадкiв до-
слiджуваної рослини) n=12.

> set.seed(5)
> m0<-2 # середнє для аа
> s0<-0.4 # сер. кв. вiдх. для аа
> m1<-3 # середнє для Аа
> s1<-0.75 # сер. кв. вiдх. для Аа
> p<-0.5 # ймовiрнiсть аа при альтернативi
> n<-12 # обсяг вибiрки
> # щiльнiсть, що вiдповiдає основнiй гiпотезi
> f0<-function(x){log(dnorm(x,m0,s0))}
> # щiльнiсть, що вiдповiдає альтернативi
> f1<-function(x){log(p*dnorm(x,m0,s0)+(1-p)*dnorm(x,m1,s1))}
> # вiдношення вiрогiдностi (x - вибiрка)
> lr<-function(x)sum(sapply(x,f1)-sapply(x,f0))
> # генератор однiєї вибiрки при H0
> gen0<-function(n)rnorm(n,m0,s0)
> # генератор однiєї вибiрки при H1
> gen1<-function(n){
+ z<-rbinom(n,size=1,prob=p)
+ rnorm(n,z*m0+(1-z)*m1,z*s0+(1-z)*s1)
+ }
> alpha<-0.05 # стандартний рiвень значущостi
> B<-10000 # кiлькiсть модельованих вибiрок
> lr0<-numeric(B) # масив значень lr при H0
> for(i in 1:B){
+ lr0[i]<-lr(gen0(n))
+ }
> # порiг тесту, що вiдповiдає рiвню alpha
> Ca<-quantile(lr0,1-alpha)
> Ca

95%
-1.326246
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> lr1<-numeric(B) # масив значень lr при H1
> for(i in 1:B){
+ lr1[i]<-lr(gen1(n))
+ }
> # оцiнка ймовiрностi помилок першого роду
> mean(lr1<Ca)

[1] 0.0264

> # вiдображення гiстограм для lr
> mi<-min(c(lr0,lr1))
> mx<- 60 #max(c(lr0,lr1))
> hist(lr0,breaks=15,probability=T,
+ angle=0,density=12,xlim=c(mi,mx),ylim=c(0,0.33),
+ col="red",xlab="lr",main="Histogram of lr")
> hist(lr1,probability=T,
+ breaks=15,angle=90,density=12, xlim=c(mi,mx),
+ col="blue",add=T)
> abline(v=Ca)

Як бачимо, для рiвня значущостi α = 0.05 ми отримали порiг тесту cα =
−1.326246. При цьому ймовiрнiсть помилки другого роду оцiнюється як
βπ = 0.0264. Ця оцiнка вийшла навiть меншою нiж встановлена нами
ймовiрнiсть помилки першого роду.

На рис. 8.1 зображенi гiстограми значень (логарифмiчного) вiдношен-
ня вiрогiдностi для основної гiпотези (червоним кольорм, горизонтальна
штриховка) та альтернативи (синiм кольором, вертикальна штриховка).
Вертикальна лiнiя вiдмiчає положення порогу cα. Площа тiєї частини
гiстограми для H0, що лежить праворуч вiд cα вiдповiдає ймовiрностi
помилки першого роду απ = 0.05. Площа частини гiстограми для H1,
яка лежить лiворуч вiд cα вiдповiдає ймовiрностi помилки другого роду
βπ. Змiщуючи положення порогу праворуч можна зменшити απ, але βπ
при цьому збiльшиться. I навпаки, зменшуючи порiг, ми збiльшуємо ймо-
вiрнiсть помилки першого роду та збiльшуємо — другого. Таким чином,
отриманi гiстограми дозволяють побачити, наскiльки хорошим може бу-
ти тест для розпiзнавання цих двох гiпотез. Чим ближче цi гiстограми
одна до одної, тим менше шансiв побудувати хороший тест.

Нехай в ходi експерименту було отримано наступнi значення ξ:
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Рис. 8.1: Гiстограми для вiдношень вiрогiдностi з прикладу 2. Черво-
ним - при основнiй гiпотезi, синiм - при альтернативi. Вертикальна лiнiя
вiдповiдає порогу тесту
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Перевiримо, на користь якої гiпотези свiдчать цi данi:

> # Вибiрка для перевiрки гiпотези:
> x<-c(2.6,1.7,1.9,3.1,3.9,1.7,
+ 1.6,1.9,1.6,2.9,2.6,1.4)
> # статистика вiдношення вiрогiдностi:
> lr(x)

[1] 9.685149

> # досягнутий рiвень значущостi:
> mean(lr0>lr(x))

[1] 0

Тут ми спочатку ввели вибiрку i позначили її x. Потiм пiдрахували ло-
гарифмiчне вiдношення вiрогiдностi — воно виявилось рiвним 9.685149.
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Це бiльше, нiж обчислене нами cα, отже, при рiвнi значущостi 0.05 слiд
прийняти альтернативу: генотип дослiджуваної рослини Aa. Далi ми пiд-
рахували досягнутий рiвень значущостi, вiн вийшов рiвним 0. (Насправ-
дi, звичайно, 0 це лише наша оцiнка, справжнє p(X) додатне, але на-
стiльки мале, що наша технiка оцiнювання не дозволяє помiтити його
вiдмiннiсть вiд 0). Таким чином, при всiх розумних рiвнях значущостi цi
данi свiдчать на користь альтернативи.
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